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Vy´voj NURBS zapocˇal v 60. letech 20. stolet´ı, kdy konstrukte´rˇi a designe´rˇi do-
pravn´ıch spolecˇnost´ı potrˇebovali prˇesneˇ reprezentovat volne´ tvary jako trupy lod´ı,
vneˇjˇs´ı povrchy letadel a karoserie automobil˚u. K pr˚ukopn´ık˚um tohoto vy´voje patrˇili
pa´ni P. Be´zier, P. de Casteljau a S. A. Coons, kterˇ´ı se vy´znamneˇ pod´ıleli na vzniku
Be´zierovy´ch krˇivek a ploch a Coonsovy´ch pla´t˚u. Jelikozˇ jsou NURBS objekty zo-
becneˇne´ Be´zierovy objekty, urcˇili tito pa´nove´ novy´ smeˇr v geometricke´m modelova´n´ı.
NURBS objekty se v dnesˇn´ı dobeˇ pouzˇ´ıvaj´ı prˇedevsˇ´ım v designove´m a pocˇ´ıtacˇove´m
modelova´n´ı a take´ v isogeometricke´ analy´ze. Jelikozˇ jsou mozˇnosti vyuzˇit´ı NURBS
objekt˚u rozsa´hle´ a jizˇ v bakala´rˇske´ pra´ci jsem se veˇnoval NURBS krˇivka´m a oblastem,
zvolil jsem si pro diplomovou pra´ci te´ma NURBS objemove´ parametrizace. Zameˇrˇil
jsem se prˇedevsˇ´ım na vyuzˇitelnost a prakticˇnost dane´ problematiky.
V prvn´ı kapitole se zameˇrˇ´ım prˇedevsˇ´ım na za´kladn´ı pojmy, vlastnosti a chova´n´ı
NURBS krˇivek, ploch a objemu˚. Bude se jednat pouze o za´kladn´ı informace, ktere´
jsou hloubeˇji vysveˇtleny v me´ bakala´rˇske´ pra´ci. Ve druhe´ kapitole se budu veˇnovat
specia´ln´ı trˇ´ıdeˇ NURBS objemu˚, ktere´ vzniknou tazˇen´ım NURBS oblasti do prostoru.
Stanov´ım neˇkolik za´kladn´ıch podmı´nek a krite´ri´ı pro konstrukci tohoto NURBS ob-
jemu. Ve trˇet´ı kapitole se budu veˇnovat problematice optimalizace rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ a jej´ı
konstrukce. Pu˚jde stejneˇ jako v prˇedchoz´ı kapitole o prezentaci jizˇ funguj´ıc´ıch metod
a algoritmu˚. Prˇedposledn´ı kapitola je steˇzˇejn´ı, kde navrhnu metody pro konstrukci
NURBS objemu˚. Pu˚jde o nalezen´ı NURBS objemove´ parametrizace za prˇedpokladu,
zˇe vstupem bude NURBS krˇivka rotuj´ıc´ı okolo osy ota´cˇen´ı. Druha´ cˇa´st te´to kapitoly
bude veˇnova´na nalezen´ı parametrizace NURBS objemu˚, kde vstupn´ımi daty bude
NURBS oblast ohranicˇuj´ıc´ı tento objem. Pro kazˇdou cˇa´st navrhnu konstrukcˇn´ı al-
goritmus teˇchto NURBS objemu˚, ktery´ bude prezentova´n na prˇ´ıslusˇne´m prˇ´ıkladu.
V posledn´ı kapitole pop´ıˇsi bal´ıcˇek funkc´ı zalozˇeny´ch na algoritmech popsany´ch ve
cˇtvrte´ kapitole.
Hlavn´ım c´ılem me´ diplomove´ pra´ce bude naj´ıt a zkonstruovat algoritmy, ktere´ po-
moc´ı vstupn´ı NURBS krˇivky a osy rotace naleznou danou parametrizaci NURBS ob-
jemu, jehozˇ pla´sˇt’ vznikl pra´veˇ danou rotac´ı krˇivky okolo osy a da´le pak parametrizaci
NURBS objemu, kde vstupem bude jeho uzavrˇena´ NURBS oblast. Pu˚jde prˇedevsˇ´ım
o popis dane´ho proble´mu (vstupu), jeho analy´zu, teoreticke´ a prakticke´ rˇesˇen´ı, ktere´
prakticky demonstrujeme na prˇ´ıkladech a graficky´ch vy´stupech, a eventua´ln´ı op-
timalizaci. Nalezene´ algoritmy budou zaimplementova´ny do programu Mathemati-
ca, jejichzˇ shrnut´ım z´ıska´m bal´ıcˇek obsahuj´ıc´ı metody k vytvorˇen´ı popisu NURBS
objemu z urcˇeny´ch vstupn´ıch dat. Dalˇs´ımi c´ıli te´to pra´ce je sezna´men´ı cˇtena´rˇ˚u se
za´klady NURBS objekt˚u, ktere´ jsou nezbytne´ pro dalˇs´ı kapitoly zaby´vaj´ıc´ı se kon-
strukc´ı NURBS objekt˚u, prˇedevsˇ´ım objemu˚. Da´le pak prezentace jizˇ zna´my´ch metod
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Pro pra´ci s objekty geometricke´ho modelova´n´ı si definujeme neˇkolik za´kladn´ıch
pojmu˚, ktere´ jsou u´zce spjaty s prac´ı v na´sleduj´ıc´ıch kapitola´ch. Kl´ıcˇovy´ pojem,
ktery´ se zde bude hojneˇ vyskytovat a na ktere´m bude tato pra´ce sta´t, je NURBS
= Non-Uniform Rational B-Spline. V jednotlivy´ch sekc´ıch si zadefinujeme NURBS
krˇivku, plochu a objem. Uvedeme si jejich neˇkolik za´kladn´ıch vlastnost´ı a chova´n´ı
pro urcˇite´ situace doplneˇne´ na´zorny´mi uka´zkami.
1.1 NURBS krˇivky
Definice 1. Meˇjme da´ny polohove´ vektory vrchol˚u rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu P0, ...,Pp, je-
jich prˇ´ıslusˇne´ va´hy w0, ..., wp, kde wi > 0, a vektor parametrizace U = (u0, ..., um).













kde Nn0 , ..., N
n
p jsou B-spline ba´zove´ funkce stupneˇ n pro vektor parametrizace U.
Vektor parametrizace (nebo take´ vektor uzl˚u) je posloupnost parametr˚u ui za-
psana´ obvykle ve tvaru
U = (a, ..., a, un+1, ..., um−n−1, b, ..., b),
kde uzly a by´vaj´ı veˇtsˇinou nulove´ (za´lezˇ´ı na volbeˇ) a jejich pocˇet je shodny´ s pocˇtem
uzl˚u b, a to n+ 1. Pro jednotlive´ uzly plat´ı nerovnost
a < ui ≤ ui+1 < b.
Takto zapsany´ vektor parametrizace nazy´va´me neperiodicky´m a jeho ba´zove´ funkce
budou interpolovat okraje intervalu parametru. Pokud bude nav´ıc platit ui+1− ui =
10
konst, kde n ≤ i ≤ m − n − 1, pak budeme hovorˇit o uniformn´ı parametrizaci.
V opacˇne´m prˇ´ıpadeˇ o neuniformn´ı parametrizaci.
B-spline ba´zove´ funkce jsou po cˇa´stech polynomicke´ funkce, ktere´ maj´ı co mozˇna´
nejvysˇsˇ´ı rˇa´d spojite´ derivace a jsou definova´ny rekurentn´ım vztahem
n = 0 : N0i (u) =
{
1 pro ui ≤ u < ui+1
0 jinde










kde u ∈ 〈u0, um〉. Jestlizˇe bude neˇjaka´ cˇa´st z (1.2) obsahovat nulovy´ jmenovatel, pak
cely´ tento zlomek povazˇujeme za nulovy´.
Pozna´mka 2.
• Pocˇet ba´zovy´ch funkc´ı je p+1, proto parametr i mu˚zˇe naby´vat pouze maxima´ln´ı
hodnoty p. Z (1.2) lze odvodit rovnost p+ 1 + n+ 1 = m+ 1, cozˇ na´m uda´va´
vztah mezi stupneˇm polynomu, pocˇtem ba´zovy´ch funkc´ı a pocˇtu uzl˚u ve vektoru
parametrizace.
Pozna´mka 3. Vlastnosti ba´zovy´ch funkc´ı:
• Neza´porna´ hodnota: Nni (u) ≥ 0 pro ∀u, i, n,
• Jednotkovy´ soucˇet: ∑pi=0Nni (u) = 1 pro u ∈ 〈u0, um〉,
• Loka´ln´ı support: Nni (u) 6= 0 pro u ∈ 〈ui, ui+n+1〉.
Ba´zove´ funkce patrˇ´ı obecneˇ do trˇ´ıdy Cn−1, cozˇ znamena´, zˇe jsou spojite´ azˇ do
(n − 1)-n´ı derivace. To ale plat´ı pouze za prˇedpokladu, zˇe vektor parametrizace
neobsahuje na´sobne´ uzly, ktere´ snizˇuj´ı v dane´m mı´steˇ rˇa´d derivace. Pro q-na´sobny´
uzel bude trˇ´ıda spojitosti dany´ch ba´zovy´ch funkc´ı Cn−q.
Jak jizˇ vidno z na´zvu NURBS, jedna´ se o B-spline krˇivku (poprˇ. plochu nebo ob-
jem) v projektivn´ım rozsˇ´ıˇren´ı Euklidovske´ho prostoru. Pro rˇ´ıd´ıc´ı body Pi = (xi, yi, zi)
a prˇ´ıslusˇne´ va´hy wi zava´d´ıme tzv. projektivn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body P
w
i = (wixi, wiyi, wizi, wi),





Nni (u) (wixi, wiyi, wizi, wi) .
Odhomogenizac´ı vzhledem k posledn´ı sourˇadnici dostaneme vztah (1.1).















jsou ba´zovy´mi funkcemi NURBS.
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Pozna´mka 4. Vlastnosti ba´zovy´ch funkc´ı NURBS jsou shodne´ s vlastnostmi
B-spline ba´zovy´ch funkc´ı – neza´porna´ hodnota, jednotkovy´ soucˇet a loka´ln´ı sup-
port. Nav´ıc plat´ı Rni (u) = N
n
i (u), jestlizˇe je va´ha wi pro vsˇechna i stejna´ a za´rovenˇ
nenulova´.
Pozna´mka 5. Vlastnosti NURBS krˇivek:
• NURBS krˇivka procha´z´ı prvn´ım a posledn´ım bodem sve´ho rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu.
• Body NURBS krˇivky lezˇ´ı v konvexn´ım obalu mnozˇiny bod˚u rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu
P0, ...,Pp. Oblouk B-spline krˇivky Q(u) pro u ∈ 〈ui, ui+1〉, n ≤ i ≤ m− n− 1,
lezˇ´ı v konvexn´ım obalu bod˚u Pi−n, ...,Pi. Vlastnost konvexn´ıho obalu ovsˇem
plat´ı pouze za prˇedpokladu, zˇe va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u budou kladne´.
• Rˇ´ıd´ıc´ı bod Pi rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu ovlivnˇuje tvar krˇivky pro dany´ parametr u
jen na intervalu 〈ui, ui+n+1〉, cozˇ ma´ za na´sledek nemeˇnnost tvaru cele´ krˇivky.
Obdobneˇ lze formulovat ovlivneˇn´ı tvaru krˇivky pomoc´ı va´hy dane´ho bodu.
• NURBS krˇivka je invariantn´ı v˚ucˇi projektivn´ı transformaci – transformovany´
rˇ´ıd´ıc´ı polygon da´ stejny´ vy´sledek jako transformovana´ NURBS krˇivka vy-
tvorˇena´ z p˚uvodn´ıho rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu.
• Zˇa´dna´ prˇ´ımka nebo rovina nema´ s NURBS krˇivkou v´ıce pr˚usecˇ´ık˚u nezˇ s rˇ´ıd´ıc´ım
polygonem prˇ´ıslusˇne´ NURBS krˇivky.
• NURBS krˇivka patrˇ´ı obecneˇ do trˇ´ıdy spojitosti Cn−k, jej´ızˇ vektor parametrizace
obsahuje k-na´sobny´ uzel, a zachova´va´ spojitost prˇi zmeˇna´ch polohy r˚uzny´ch
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u nebo zmeˇneˇ jejich va´hy.
Pozna´mka 6. Meˇjme NURBS krˇivku danou rˇ´ıd´ıc´ım polygonem, vektorem parame-
trizace a va´hami rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, pak:
• budou-li va´hy vsˇech rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u stejne´, tak vy´sledna´ NURBS krˇivka bude
totozˇna´ s B-spline krˇivkou danou stejny´m rˇ´ıd´ıc´ım polygonem a vektorem pa-
rametrizace.
• Pro vektor parametrizace ve tvaru U = (0, ..., 0, 1, ..., 1) a libovolne´ va´hy se
NURBS krˇivka ztotozˇn´ı s raciona´ln´ı Be´zierovou krˇivkou.
• Pokud budou platit obeˇ prˇedchoz´ı vlastnosti dostaneme NURBS krˇivku shod-
nou s Be´zierovou krˇivkou.
K vy´hoda´m teˇchto krˇivek patrˇ´ı prˇedevsˇ´ım rychlost a stabilita algoritmu k jejich
vytva´rˇen´ı. Z hlediska konstrukce ma´me spoustu mozˇnost´ı, jak danou krˇivku meˇnit
a jinak modifikovat – poloha rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u s dany´mi va´hami, vektor parametrizace
nebo jej´ı stupenˇ. Prˇ´ıkladem mu˚zˇe by´t konstrukce oblouk˚u kuzˇelosecˇek d´ıky raciona-
lizaci.
Pro na´zornost si uka´zˇeme neˇkolik prˇ´ıpad˚u, jak se bude dana´ krˇivka meˇnit v za´vis-
losti na vektoru parametrizace (stupenˇ krˇivky a pocˇet jednotlivy´ch oblouk˚u, ze
ktery´ch se krˇivka skla´da´), poloze rˇ´ıd´ıc´ıho bodu nebo hodnoteˇ jeho va´hy. Na obr. 1.2
mu˚zˇeme videˇt, jak se krˇivka meˇn´ı prˇi zmeˇneˇ stupneˇ. Na dalˇs´ım obr. 1.3 si mu˚zˇeme
12
Obra´zek 1.1: NURBS krˇivka a jej´ı rˇ´ıd´ıc´ı polygon
povsˇimnout, zˇe jednotlive´ NURBS krˇivky jsou slozˇeny z neˇkolika jednotlivy´ch ob-
louk˚u. Je to ovlivneˇno volbou vektoru parametrizace, ktera´ na´m rˇ´ıka´, zˇe krˇivka se
skla´da´ z tolika oblouk˚u, kolikra´t se dva sousedn´ı uzly liˇs´ı.
Obra´zek 1.2: Tvar NURBS krˇivky v za´vislosti na zmeˇneˇ vektoru parametrizace –
prˇesneˇji v za´vislosti na stupni n. (Zelena´: n = 5; modra´: n = 4; oranzˇova´: n = 3;
cˇervena´: n = 2.)
Nejjednodusˇsˇ´ı mozˇnost´ı jak meˇnit tvar krˇivky je posouva´n´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u dane´ho
polygonu, kterou vid´ıme na obr. 1.4 vlevo. Vsˇimneˇme si take´, zˇe zmeˇna polohy bodu
ma´ vliv pouze na cˇa´st krˇivky, jak jizˇ bylo rˇecˇeno ve vlastnostech NURBS krˇivek.
Podobneˇ lze pracovat i s va´hou rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, jej´ızˇ vliv na tvar krˇivky lze shodneˇ de-
finovat jako v prˇ´ıpadeˇ ovlivneˇn´ı tvaru krˇivky zmeˇnou polohy rˇ´ıd´ıc´ıho bodu – ovlivneˇn´ı
na urcˇite´ cˇa´sti krˇivky, obr. 1.4 vpravo.
1.2 NURBS plochy
Definice 7. Meˇjme da´nu rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ tvorˇenou (p + 1) × (r + 1) polohovy´mi vektory
Pi,j s prˇ´ıslusˇny´mi va´hami wi,j, pro ktere´ plat´ı wi,j > 0, a vektory parametrizace
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Obra´zek 1.3: Pocˇet oblouk˚u jednotlivy´ch NURBS krˇivek





















kde m je stupenˇ B-spline ba´zovy´ch funkc´ı Nmi (u) a n stupenˇ B-spline ba´zovy´ch funkc´ı
Nnj (v).
Vektory parametrizace U a V jsou ve tvaru
U = (a, ..., a, um+1, ..., ue−m−1, b, ..., b),V = (c, ..., c, vn+1, ..., vf−n−1, d, ..., d)
a pro jednotlive´ uzly potom plat´ı nerovnost
a < ui ≤ ui+1 < b, c < vj ≤ vj+1 < d.











Vlastnosti NURBS krˇivek lze prˇeve´st do vlastnost´ı NURBS ploch, jelikozˇ vycha´z´ı-
me ze stejny´ch B-spline ba´zovy´ch funkc´ı jako jsme pouzˇ´ıvali u krˇivek. Proto se
zmı´n´ıme jen o teˇch, ktere´ plat´ı nav´ıc oproti NURBS krˇivka´m.
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Obra´zek 1.4: Vlevo: Posunovany´ rˇ´ıd´ıc´ı bod je barevneˇ sladeˇn s prˇ´ıslusˇnou krˇivkou;
Vpravo: Krˇivka se prˇiblizˇuje k rˇ´ıd´ıc´ımu bodu se zvysˇuj´ıc´ı se va´hou: 1→ 2→ 4.
Pozna´mka 8. Dalˇs´ı vlastnosti NURBS ploch:
• Okrajove´ krˇivky NURBS plochy tvorˇ´ı NURBS krˇivky vytvorˇene´ z okrajove´ho
rˇ´ıd´ıc´ıho polygonu dane´ rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ.
• NURBS plocha lezˇ´ı v konvexn´ım obalu rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ. Cˇa´st NURBS plochy pro
Q(u, v) pro (u, v) ∈ 〈ui, ui+1〉×〈vj, vj+1〉, m ≤ i ≤ e−m−1 a n ≤ j ≤ f−n−1
lezˇ´ı v konvexn´ım obalu vrchol˚u Pi−m,j−n . . . Pi−m,j... . . . ...
Pi,j−n . . . Pi,j
 .
• Rˇ´ıd´ıc´ı bod i va´ha prˇ´ıslusˇne´ho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu Pi,j ovlivnˇuje tvar plochy pro dane´
parametry (u, v) ∈ 〈ui, ui+m+1〉 × 〈vj, vj+n+1〉.
• NURBS plocha je obecneˇ trˇ´ıdy Cm−1,n−1, opeˇt za prˇedpokladu jednoduchy´ch
(nena´sobny´ch) uzl˚u. Obecneˇ pro g-na´sobny´ uzel v parametru u a h-na´sobny´
uzel v parametru v plat´ı, zˇe NURBS plocha Q(u, v) bude mı´t spojitost trˇ´ıdy
Cm−g,n−h.
1.3 NURBS objemy
Definice 9. Meˇjme da´nu rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ tvorˇenou (l + 1)× (m+ 1)× (n+ 1) polohovy´mi
vektory Pi,j,k s prˇ´ıslusˇny´mi va´hami wi,j,k, pro ktere´ plat´ı wi,j,k > 0, a vektory pa-
rametrizace R = (r0, ..., rc), S = (s0, ..., sd), T = (t0, ..., te). NURBS objem stupneˇ
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Obra´zek 1.5: NURBS oblast - cˇerveneˇ je vyznacˇena rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’; - cˇerneˇ jednotlive´
parametricke´ NURBS krˇivky plochy
(f,g,h) definujeme vztahem




























kde f je stupenˇ B-spline ba´zovy´ch funkc´ı N fi (r), g stupenˇ B-spline ba´zovy´ch funkc´ı
N gj (s) a h stupenˇ B-spline ba´zovy´ch funkc´ı N
h
k (t).
Prˇedpis (1.4) lze prˇepsat jako







Ri,j,k(r, s, t)Pi,j,k, (1.5)
kde






















Definice 10. Necht’ q¯(r, s) je parametrizace NURBS plochy, r ∈ [0, 1], s ∈ [0, 1],
pak pro r = rkonst nazveme krˇivku q¯(rkonst, s) na plosˇe q¯(r, s) r-krˇivkou. Analogic-
ky definujeme s-krˇivku. Souhrnneˇ tyto krˇivky nazy´va´me parametricky´mi krˇivkami
plochy q¯(r, s). Pro parametrizaci NURBS objemu q̂(r, s, t), r ∈ [0, 1], s ∈ [0, 1],
t ∈ [0, 1] budeme parametrickou krˇivku na q̂(r, s, t) cha´pat jako q̂(r, skonst, tkonst),
q̂(rkonst, s, tkonst) a q̂(rkonst, skonst, t).
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Stejneˇ jako u vlastnost´ı NURBS ploch, kde jsme prˇeb´ırali vlastnosti z NURBS
krˇivek, mu˚zˇeme prˇevz´ıt vlastnosti z NURBS ploch pro objem. Ba´zove´ B-spline funkce
jsou shodne´ s ba´zemi pouzˇ´ıvany´mi u krˇivek a ploch. U vlastnost´ı konvexn´ıho obalu,
trˇ´ıdy spojitosti, ovlivneˇn´ı tvaru krˇivky zmeˇnou rˇ´ıd´ıc´ıho bodu cˇi jeho va´hy lze odvodit
z prˇedchoz´ıch cˇa´st´ı.
Obra´zek 1.6: NURBS objem
Pozna´mka 11. Vlastnosti NURBS objemu˚:
• Okrajove´ plochy NURBS objemu tvorˇ´ı NURBS plochy vytvorˇene´ z okrajove´
rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ.
• NURBS objem lezˇ´ı v konvexn´ım obalu rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ. Cˇa´st NURBS objemu pro
Q(r, s, t) pro (r, s, t) ∈ 〈ri, ri+1〉 × 〈sj, sj+1〉 × 〈tk, tk+1〉, f ≤ i ≤ c − f − 1,
g ≤ j ≤ d− g − 1 a h ≤ k ≤ e− h− 1 lezˇ´ı v konvexn´ım obalu vrchol˚u
 Pi−f,j−g,k−h . . . Pi−f,j,k−h... . . . ...
Pi,j−g,k−h . . . Pi,j,k−h







... . . .
...

 Pi−f,j−g,k . . . Pi−f,j,k... . . . ...





• Rˇ´ıd´ıc´ı bod i va´ha rˇ´ıd´ıc´ıho bodu Pi,j,k ovlivnˇuje tvar objemu pro parametry
(r, s, t) ∈ 〈ri, ri+f+1〉 × 〈sj, sj+g+1〉 × 〈tk, tk+h+1〉.
• NURBS objem je obecneˇ trˇ´ıdy Cf−1,g−1,h−1 za prˇedpokladu jednoduchy´ch uzl˚u.








V te´to cˇa´sti se zameˇrˇ´ıme na prˇehled existuj´ıc´ıch metod pro nalezen´ı NURBS ob-
jemove´ parametrizace objekt˚u vytvorˇeny´ch specia´ln´ım pohybem dany´ch NURBS
ploch.
Trˇ´ıda teˇchto objemu˚ obsahuje velke´ mnozˇstv´ı objekt˚u, ktere´ jsou vy´znamne´
v pr˚umyslovy´ch aplikac´ıch. Prˇ´ıkladem mohou by´t modely turb´ınovy´ch lopatek, va´lc˚u,
trupy lod´ı nebo krˇ´ıdla letadel. Principem vytva´rˇen´ı tohoto druhu NURBS objemu
je tzv. vytahova´n´ı vstupn´ı plochy do prostoru, kde trˇet´ı parametr objemu dosta-
neme jako parametr trajektorie te´to
”
tazˇene´“ plochy. Metody popsane´ v te´to kapitole
vycha´zej´ı z cˇla´nku [1].
Nasˇ´ım c´ılem je naj´ıt parametrizaci NURBS objemu ve tvaru







Ri,j,k(r, s, t)Pi,j,k. (2.1)
Vstupn´ı data se ovsˇem mohou liˇsit v za´vislosti na modifikaci te´to metody.
Prima´rneˇ bude zada´na vstupn´ı NURBS plocha ve tvaru Q(r, s, 0), jej´ımzˇ
”
tazˇen´ım“
z´ıska´me hledany´ NURBS objem. V na´sleduj´ıc´ıch sekc´ıch se budeme zaby´vat
prˇedevsˇ´ım konstrukc´ı a optimalizacˇn´ımi podmı´nkami tohoto NURBS objemu.
2.1 Vstupn´ı data
V te´to sekci se zameˇrˇ´ıme na mozˇne´ vstupn´ı data, pomoc´ı ktery´ch lze zkonstruo-
vat hledany´ NURBS objem. Za´kladn´ı nutnou vstupn´ı informac´ı je pocˇa´tecˇn´ı plocha
definovana´ jako Q(r, s, 0) s rˇ´ıd´ıc´ımi body Pi,j,0. Z geometricke´ho tvaru pocˇa´tecˇn´ı
plochy se bude odv´ıjet vy´sledny´ tvar NURBS objemu vznikly´
”
tazˇen´ım“ te´to plochy.
Celkovy´ tvar bude za´viset nejen z pocˇa´tecˇn´ıch dat, ale take´ z dalˇs´ıch optimalizac´ı
popsany´ch v na´sleduj´ıc´ıch sekc´ıch. Variabilita vstupn´ıch dat je velice obsa´hla´, a proto
si zmı´n´ıme pouze ty za´kladn´ı, ktere´ spolu s pocˇa´tecˇn´ı plochou budou tvorˇit vstupn´ı
data pro konstrukci vy´sledne´ho objemu:
1. Koncova´ NURBS plocha Q(r, s, 1) s rˇ´ıd´ıc´ımi body Pi,j,n.
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2. Smeˇr, ktery´m se bude
”
tazˇen´ı“ prova´deˇt.
3. Vzda´lenosti mezi mnozˇinami rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u Pi,j,k a Pi,j,k+1, kde k je pevneˇ dane´.
4. Rˇ´ıd´ıc´ı krˇivka.
Cˇasto se neˇktere´ mozˇnosti spolu kombinuj´ı. K pocˇa´tecˇn´ı a koncove´ plosˇe se cˇasto
prˇida´va´ informace o smeˇru, ktery´m se bude
”
tazˇen´ı“ prova´deˇt. Tento vstup mu˚zˇeme
rozsˇ´ıˇrit jesˇteˇ o dalˇs´ıch k − 2 smeˇr˚u pro kazˇdou odpov´ıdaj´ıc´ı plochu rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
Pi,j,k, kde k je pro kazˇdou plochu pevneˇ dane´. Stejneˇ tak lze kombinovat mozˇnost
1 a 3 nebo 1, 2, 3, kde vzda´lenost mezi rˇ´ıd´ıc´ımi body mu˚zˇeme volit bud’ konstantn´ı
nebo promeˇnou v pr˚ubeˇhu
”
tazˇen´ı“.
Nejvy´hodneˇjˇs´ı na´stroj z hlediska tvaru vy´sledne´ho NURBS objemu je tzv. rˇ´ıd´ıc´ı
krˇivka, kterou si pop´ıˇseme v na´sleduj´ıc´ı cˇa´sti. Kombinace rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky s ostatn´ımi
mozˇnosti je velice omezena´ a nejcˇasteˇji se pouzˇ´ıva´ pouze s pocˇa´tecˇn´ı plochou. Neˇktere´
kombinace s n´ı nejsou totizˇ ani mozˇne´, jelikozˇ by fina´ln´ı konstrukce NURBS objemu
nemusela odpov´ıdat bud’ neˇktery´ch krite´ri´ım ohledneˇ z´ıskane´ho tvaru, nebo by se
jednodusˇe jednotlive´ kombinace vylucˇovaly.
V te´to kapitole se soustrˇed´ıme na konstrukci NURBS objemu, jehozˇ vstupn´ı data
budou pocˇa´tecˇn´ı NURBS plocha a jedna nebo dveˇ rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky.
2.2 Rˇı´d´ıc´ı krˇivky a vlivove´ funkce
2.2.1 Rˇı´d´ıc´ı krˇivka
Definice 12. Necht’ je da´na rˇ´ıd´ıc´ı krˇivka cγ : [0, 1] → R3, t → cγ(t), γ = 1, ..., p,
ktera´ specifikuje pohyb dvou-dimenziona´ln´ı plochy Q(r, s, t′), kde (r, s) ∈ [0, 1]2 a
t′ ∈ [0, 1] je konstantn´ı hodnota.
Rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku lze vyja´drˇit take´ ve tvaru Q(r′, s′, t), kde t ∈ [0, 1] a (r′, s′) ∈ [0, 1]2
jsou konstantn´ı. Pohyb vstupn´ı plochy je rˇ´ızen jednou nebo v´ıce rˇ´ıd´ıc´ımi krˇivkami.
Parametr t nazy´va´me
”
parametrem tazˇen´ı“, ktery´ je spojeny´ s pohybem dvou-
dimenziona´ln´ı plochy.
Abychom mohli prove´st tuto konstrukci NURBS objemu pomoc´ı rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek, je
nutne´ zvolit pro kazˇdou rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku prˇ´ıslusˇne´ parametry (r̂γ, ŝγ) z dvou-dimenziona´l-
n´ı
”
pohybove´“ plochy tak, zˇe vzda´lenost mezi body Q(r̂γ, ŝγ, t) a cγ(t) pro pevne´ t,
bude co mozˇna´ nejmensˇ´ı. T´ım doc´ıl´ıme toho, zˇe plocha Q(r, s, t′) bude na´sledovat
pohyb bod˚u rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky cγ(t). Zvolene´ parametry si lze prˇedstavit jako parametry
bod˚u dane´ plochy pro rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku. Tyto body budeme nazy´vat kotevn´ı. Funkce






‖Q(r̂γ, ŝγ, t)− cγ(t)‖2 dt.
Obecneˇ lze pouzˇ´ıt jake´koliv body
”
tazˇene´“ plochy, ale vhodneˇjˇs´ı jsou samozrˇejmeˇ
specia´ln´ı body jako jsou neˇktere´ rˇ´ıd´ıc´ı body, ktere´ lezˇ´ı prˇ´ımo na te´to plosˇe. Dalˇs´ı
mozˇnosti jsou teˇzˇiˇsteˇ nebo body lezˇ´ıc´ı na hranici plochy. Pro volene´ body na hra-
nici se pak dodatecˇneˇ definuje tzv. vlivova´ funkce, ktera´ ovlivnˇuje tvar rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky
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beˇhem trajektorie (je mozˇno pouzˇ´ıt v´ıce rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek pro lepsˇ´ı kontrolu zmeˇny
tvaru vy´sledne´ho objektu). Tu si pop´ıˇseme v na´sleduj´ıc´ı cˇa´sti.
Na obr. 2.1 si lze prohle´dnout
”
tazˇen´ı“ vstupn´ı plochy pomoc´ı rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky, resp.
nalezen´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u vy´sledne´ho NURBS objemu vznikle´ho
”
tazˇen´ım“ te´to plochy.
Jedna´ se o nejjednodusˇsˇ´ı mozˇnou metodu pro konstrukci NURBS objemu, kde vstup-




Tazˇena´“ plocha s jednou rˇ´ıd´ıc´ı krˇivkou, ktere´ je ukotvena v rˇ´ıd´ıc´ım
bodeˇ dane´ plochy.
2.2.2 Vlivova´ funkce
Pro dveˇ a v´ıce rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek si zavedeme tzv. vlivove´ funkce, ktere´ koriguj´ı pohyb
a vytva´rˇen´ı objemu pode´l
”
tazˇen´ı“.
Definice 13. Definujme pro kazˇdou rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku cγ funkci
αγ(r, s) : [0, 1]
2 → [0, 1]
takovou, zˇe va´ha αγ(r, s) ovlivnˇuje chova´n´ı rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky cγ, resp. jej´ı trajektorii. Pro
tyto va´hy plat´ı rovnost
p∑
γ=1
αγ(r, s) ≡ 1.
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Obra´zek 2.2: NURBS objem vznikly´ vytazˇen´ım vstupn´ı NURBS plochy (kruhu) po-
moc´ı dvou rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek.
Definice 14. Kazˇde´mu bodu objemu Q(r, s, t) prˇirˇad´ıme va´hovy´ pr˚umeˇr cˆ(r, s, t),
pro ktery´ plat´ı




Hodnoty vlivovy´ch funkc´ı jsou za´visle´ na pocˇtu rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek:
• Pro jednu rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku vol´ıme α1(r, s) ≡ 1.
• Pro dveˇ rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky c1, c2 zvol´ıme kotevn´ı body Q(r1, s1, tkonst),
Q(r2, s2, tkonst) na plosˇe Q(r, s, tkonst). Na obr. 2.2 vlevo jsou tyto body
zna´zorneˇny cˇerveneˇ. Va´hy α1(r, s) a α2(r, s) jsou vypocˇ´ıta´ny pomoc´ı orto-
gona´ln´ı projekce bod˚u plochy Q(r, s, tkonst) do u´seku tvorˇene´ho Q(r1, s1, tkonst)
a Q(r2, s2, tkonst), ktery´ je na obr. 2.2 vlevo zna´zorneˇn oranzˇoveˇ. Va´hovy´ pr˚umeˇr
cˆ(r, s, t) je roven
α1(r, s)c1(t) + α2(r, s)c2(t).
• Pro trˇi a v´ıce rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek se pouzˇ´ıvaj´ı hodnoty barycentricky´ch sourˇadnic.
Postup a vysveˇtlen´ı nalezneme v [1] a [24].
Na obr. 2.2 vid´ıme uka´zku NURBS objemu zkonstruovane´ho
”
tazˇen´ım“ vstup-
n´ı plochy pomoc´ı dvou rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek. Vsˇimneˇme si, zˇe pocˇa´tecˇn´ı a koncova´ plo-
cha se tvarem neshoduje. Du˚vodem je zmeˇna vzda´lenosti rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek beˇhem
”
tazˇen´ı“. Abychom zamezili tomuto nechteˇne´mu jevu, stanov´ıme si v na´sleduj´ıc´ı cˇa´sti
podmı´nky, ktere´ na´m tento proble´m nejen odstran´ı, ale daj´ı na´m mozˇnost ovlivnit




tazˇene´“ plochy a optimalizacˇn´ı
podmı´nky
2.3.1 Ortogona´ln´ı podmı´nka a minimalizace rotace
Na obr. 2.1 vid´ıme, jak jednotlive´ plochy maj´ı stejny´ smeˇr norma´love´ho vektoru
i prˇesto, zˇe rˇ´ıd´ıc´ı krˇivka ma´ zcela obecny´ tvar. To na´m mu˚zˇe zaprˇ´ıcˇinit zu´zˇen´ı
v neˇktery´ch mı´stech vy´sledne´ho objemu, cozˇ na´m v praxi mu˚zˇe cˇinit nemale´ proble´my
(naprˇ. potrub´ı, tunely apod.).
Chceme tedy, aby
”
tazˇena´“ plocha byla v pr˚ubeˇhu
”
tazˇen´ı“ kolma´ na rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku.
Toho doc´ıl´ıme tak, zˇe budeme pozˇadovat shodny´ smeˇr norma´love´ho vektoru plochy
a tecˇne´ho vektoru rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky.
Obra´zek 2.3:
”
Tazˇena´“ plocha s jednou rˇ´ıd´ıc´ı krˇivkou s vyuzˇit´ım vztah˚u (2.2) a (2.3).
V prˇ´ıpadeˇ v´ıce rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek pozˇadujeme kolmost plochy na vektor vznikly´
slozˇen´ım (secˇten´ım) tecˇny´ch vektor˚u rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek v za´vislosti na vaha´ch αγ(r, s).
K tomu vyuzˇijeme va´hove´ho pr˚umeˇru cˆ(r, s, t) (viz Definice 14) a jeho parcia´ln´ı deri-
vaci ∂tcˆ(r, s, t) vyjadrˇuj´ıc´ı smeˇr hledane´ prˇ´ımky reprezentuj´ıc´ı slozˇene´ tecˇne´ vektory
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(Q(r, s, t)− ĉ(r, s, t)) · ∂tĉ(r, s, t)‖∂tĉ(r, s, t)‖
)2
dr ds dt, (2.2)




Pokud je zada´na jedna rˇ´ıd´ıc´ı krˇivka, vy´sledkem minimalizace (2.2) budou rˇ´ıd´ıc´ı
body popisuj´ıc´ı rovinu Q(r, s, t′), jej´ızˇ norma´lovy´ vektor je shodny´ s tecˇny´m vektorem
rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky v bodeˇ vznikle´m jako pr˚unik te´to roviny s rˇ´ıd´ıc´ı krˇivkou.
Druhou podmı´nku, kterou si definujeme, je minimalizace rotace
”
tazˇene´“ plo-
chy okolo tecˇen rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek. Tato podmı´nka je zalozˇena´ na tom, zˇe dra´ha bodu
Q(rkonst, skonst, t) prot´ına´ jednotlive´ ”
tazˇene´“ plochy ortogona´lneˇ, d´ıky cˇemuzˇ se ro-
tace v pr˚ubeˇhu tazˇen´ı redukuje. Pozˇadujeme tedy, aby norma´lovy´ vektor
”
tazˇene´“
plochy byl co nejv´ıce shodny´ s vektorem ∂tĉ(r, s, t).








∥∥∥∂tQ(r, s, t)× ∂tĉ(r, s, t)‖∂tĉ(r, s, t)‖
∥∥∥2 dr ds dt. (2.3)
Podrobny´ rozbor te´to podmı´nky nalezneme v [26]. Na obr. 2.3 mu˚zˇeme videˇt
rozd´ıl v konstrukci rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u oproti konstrukci na obr. 2.1.
Obra´zek 2.4: Zna´zorneˇn´ı zvoleny´ch bod˚u na plosˇe Q(r, s, tkonst) – Q(r̂1, ŝ1, tkonst),
Q(r̂2, ŝ2, tkonst) cˇerveneˇ a Q(r̂3, ŝ3, tkonst) cˇerneˇ. Vlevo: Konstrukce pro pomeˇr mezi
sˇ´ıˇrkou a vy´sˇkou. Vpravo: Konstrukce pro pomeˇr trˇ´ı kolinea´rn´ıch bod˚u.





tazˇen´ı“ pode´l rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek chceme zachovat tvar dane´ plochy. To jde
ale pouze v prˇ´ıpadeˇ, pokud se vzda´lenost teˇchto krˇivek v pr˚ubeˇhu
”
tazˇen´ı“ nemeˇn´ı.
Pokud ano, tak naopak vyzˇadujeme urcˇitou zmeˇnu tvaru, naprˇ. celkove´ zmensˇen´ı
24
Obra´zek 2.5: Rozmı´steˇn´ı bod˚u popsany´ch v cˇa´sti Regulace vy´sˇky – Kotevn´ı body
rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek Q(r˜1, s˜1, tkonst), Q(r˜2, s˜2, tkonst) jsou zna´zorneˇny zeleneˇ. Cˇerveneˇ pak
volene´ body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst). Pr˚unik jejich spojnic cˇerneˇ.
apod. Mozˇnost´ı, jak mı´t nad tvarem plochy urcˇitou kontrolu, je neˇkolik. Uka´zˇeme si
proto pouze na´stin dany´ch metod. Podrobneˇjˇs´ı informace nalezneme v [1].
• Pomeˇr mezi sˇ´ırˇkou a vy´sˇkou:
Vol´ıme trˇi body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst), Q(r̂3, ŝ3, tkonst) na ”
tazˇene´“
plosˇe tak, zˇe tvorˇ´ı pravou´hly´ troju´heln´ık (odveˇsny zna´zornˇuj´ı sˇ´ıˇrku a vy´sˇku)
zna´zorneˇny´ na obr. 2.4 vlevo. Tyto body splnˇuj´ı rovnost
(Q(r̂2, ŝ2, tkonst)−Q(r̂1, ŝ1, tkonst))×N = ρ(Q(r̂3, ŝ3, tkonst)−Q(r̂1, ŝ1, tkonst)),
kde N je vektor norma´ly
”
tazˇene´“ plochy a ρ ∈ R. Vy´sledna´ optimalizacˇn´ı






‖(Q(r̂2, ŝ2, t)−Q(r̂1, ŝ1, t))× ∂tĉ(r̂1,ŝ1,t)‖∂tĉ(r̂1,ŝ1,t)‖
−ρ(Q(r̂3, ŝ3, t)−Q(r̂1, ŝ1, t))‖2 dt,
(2.4)
kde norma´lovy´ vektor N je vyja´drˇen jako jednotkovy´ tecˇny´ vektor rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky
ĉ(r̂1, ŝ1, t), viz Definice 14.
• Pomeˇr trˇ´ı kolinea´rn´ıch bod˚u:
Uvazˇujeme trˇi kolinea´rn´ı body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst), Q(r̂3, ŝ3, tkonst)
splnˇuj´ıc´ı rovnost
Q(r̂3, ŝ3, tkonst) = λQ(r̂1, ŝ1, tkonst) + (1− λ)Q(r̂2, ŝ2, tkonst),
viz obr. 2.4 vpravo, kde bod Q(r̂3, ŝ3, tkonst) lezˇ´ı mezi body Q(r̂1, ŝ1, tkonst),







‖λQ(r̂1, ŝ1, t) + (1− λ)Q(r̂2, ŝ2, t)−Q(r̂3, ŝ3, t)‖2 dt. (2.5)
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Obra´zek 2.6: NURBS objem konstruovany´ pomoc´ı podmı´nky pro zachova´n´ı pomeˇru
vy´sˇky a sˇ´ıˇrky.
• Regulace vy´sˇky:
Pro jednu rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku se pouzˇ´ıva´ za´vislost hodnoty ρ a λ z prˇedchoz´ıch dvou
podmı´nek pro zmeˇnu pomeˇru vzda´lenosti beˇhem
”
tazˇen´ı“. Pro dveˇ rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky
pouzˇijeme na´sleduj´ıc´ı postup.
Uvazˇujeme dva body Q(r̂1, ŝ1, tkonst), Q(r̂2, ŝ2, tkonst) v ”
tazˇene´“ oblasti. Ne-
cht’ je jejich spojnice kolma´ na spojnici kotevn´ıch bod˚u Q(r˜1, s˜1, tkonst),
Q(r˜2, s˜2, tkonst) (pr˚uniky rˇ´ıd´ıc´ıch krˇivek c1(t), c2(t) a ”
tazˇene´“ oblasti). Pr˚unik
teˇchto spojnic bude
(1− β)Q(r˜1, s˜1, tkonst) + βQ(r˜2, s˜2, tkonst).
Na obr. 2.5 vid´ıme konstrukci teˇchto bod˚u.
Necht’ ν je pozˇadovana´ vzda´lenost mezi body Q(r̂1, ŝ1, t) a Q(r̂2, ŝ2, t). Tato







(Q(r̂1, ŝ1, t)−Q(r̂2, ŝ2, t)) ·N(t)− ν
)2
dt, (2.6)
kde N(t) je norma´lovy´ vektor
”
tazˇene´“ plochy generovane´ pomoc´ı rˇ´ıd´ıc´ıch
krˇivek c1(t), c2(t).
Velikost ν lze volit konstantn´ı nebo za´vislou na vzda´lenosti pr˚unik˚u rˇ´ıd´ıc´ıch
krˇivek s
”
tazˇenou“ plochou. Podrobnosti nalezneme v [1].




Abychom se vyhnuli prˇekry´va´n´ı neˇktery´ch cˇa´st´ı NURBS objemu, pouzˇijeme
na´sleduj´ıc´ı funkci, ktera´ ma´ zabra´nit nadmeˇrne´mu prodluzˇova´n´ı de´lky trajektorie
”









‖∂tQ(r, s, t)‖2 dr ds dt, (2.7)
jej´ızˇ minimalizac´ı z´ıska´me podmı´nku pro rˇ´ıd´ıc´ı body hledane´ho NURBS objemu.
Obra´zek 2.7: NURBS objem – Vlevo nahorˇe: Vstupn´ı NURBS plocha s dveˇma
rˇ´ıd´ıc´ımi krˇivkami; Vpravo nahorˇe: Rˇezy NURBS objemu; Dole: Vy´sledny´ NURBS
objem.
2.3.4 Shrnut´ı – c´ılova´ funkce
Slozˇen´ım prˇedchoz´ıch podmı´nek z´ıska´me c´ılovou funkci




s (P) + ωRfR(P),
kde ωA, ωO, ωRM , ωs, ωR jsou neza´porne´ va´hy a i oznacˇuje pocˇet pouzˇity´ch podmı´nek
z cˇa´sti 2.3.2 (trˇet´ı z teˇchto podmı´nek lze pouzˇ´ıt za prˇedpokladu, zˇe pocˇet rˇ´ıd´ıc´ıch
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krˇivek bude asponˇ dveˇ). Prˇi vy´pocˇtu c´ılove´ funkce se z d˚uvodu na´rocˇnosti prova´d´ı
numericka´ integrace.
Minimalizac´ı c´ılove´ funkce z´ıska´me hledane´ rˇ´ıd´ıc´ı body. K vyrˇesˇen´ı te´to funkce
mu˚zˇeme postupovat tak, zˇe nejprve zderivujeme c´ılovou funkci f(P) v˚ucˇi vsˇem
nezna´my´m. Z´ıska´me tak syste´m linea´rn´ıch rovnic obsahuj´ıc´ı rˇ´ıd´ıc´ı body Pi,j,k.
Rˇesˇen´ım tohoto linea´rn´ıho syste´mu z´ıska´me hledane´ body rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ dane´ho objemu.
Na obr. 2.7 mu˚zˇeme videˇt takto rˇesˇeny´ NURBS objem, kde vstupn´ımi daty jsou




V te´to kapitole se budeme veˇnovat konstrukci a optimalizaci rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ B-spline ob-
last´ı a objemu˚, ktere´ jsou popsa´ny ve cˇla´nku [3] a [18]. Neˇktere´ poznatky z B-spline
objekt˚u pak prˇeneseme na konstrukci rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ NURBS objemu˚ a oblast´ı. Du˚vodem
je korektn´ı a kvalitn´ı parametrizace dane´ oblasti (objemu). Chceme tak prˇedej´ıt
prˇekry´va´n´ı neˇktery´ch cˇa´st´ı B-spline plochy, resp. jednotlivy´ch parametricky´ch krˇivek
v urcˇite´m parametru, viz obr. 3.1.
K dalˇs´ım nezˇa´douc´ım jev˚um rˇad´ıme take´ samopr˚uniky jednotlivy´ch parame-
tricky´ch krˇivek. Abychom mohli tyto proble´my eliminovat, poprˇ. minimalizovat,
mus´ıme rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ vhodny´m zp˚usobem optimalizovat. Prˇesneˇji rˇecˇeno p˚ujde o nalezen´ı
vhodny´ch umı´steˇn´ı dany´ch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u dane´ oblasti (objemu). Ve veˇtsˇineˇ prˇ´ıpad˚u
budeme cht´ıt zachovat polohu hranicˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u (hranicˇn´ıch krˇivek), proto
se soustrˇed´ıme na vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body, ktere´ na´m pomohou kontrolovat rozmı´steˇn´ı
parametricky´ch krˇivek dane´ oblasti (objemu).
Hlavn´ım pozˇadavkem, ktery´ si pop´ıˇseme v na´sleduj´ıc´ı cˇa´sti, na rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ bude, zˇe
zobrazen´ı z parametricke´ oblasti do vy´pocˇetn´ı oblasti bude injektivn´ı. Stanov´ıme
si dveˇ za´kladn´ı podmı´nky, ktere´ na´m tak zarucˇ´ı injektivitu dane´ho zobrazen´ı.
Abychom dosa´hli co mozˇna´ nejprˇesneˇjˇs´ıho vy´sledku, budeme takte´zˇ pozˇadovat, aby
vy´sledna´ parametricka´ s´ıt’ byla co nejv´ıce uniformn´ı a ortogona´ln´ı. Slozˇen´ım vsˇech
podmı´nek dostaneme ve vy´sledku kvadratickou energetickou funkci, jej´ızˇ minimali-
zac´ı dosa´hneme optimalizace s´ıteˇ z hlediska injektivity, uniformity a ortogonality.
Nejprve budeme tento proble´m rˇesˇit pro B-spline oblasti a da´le pak uplatn´ıme
neˇktere´ poznatky i u B-spline objemu˚.
3.1 Optimalizace 2D rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ
Nejprve si zadefinujeme dva druhy podmı´nek pro zachova´n´ı injektivity paramet-
rizace. Ve druhe´ cˇa´sti pak uvedeme samotnou optimalizacˇn´ı metodu pro nalezen´ı
hledane´ B-spline oblasti.
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Obra´zek 3.1: Tmaveˇ zeleny´ troju´heln´ık zna´zornˇuje prˇekryt´ı B-spline plochy.
3.1.1 Postacˇuj´ıc´ı podmı´nka pro injektivn´ı B-spline para-
metrizaci
Meˇjme kompaktn´ı parametrickou oblast P ⊂ Rn a necht’ parametrizace q zobrazuje
z P do vy´pocˇetn´ı oblasti Ω ⊂ Rn, resp. pro kazˇdy´ bod B-spline plochy x = q(r, s) ∈ Ω
je (r, s) ∈ P .
Definice 15. Hranicˇn´ı krˇivky pro parametrizaci q(r, s) z P = {(x, y) : a ≤ x ≤ b
∧ c ≤ y ≤ d} do Ω ⊂ R2 definujeme jako q(a, s), q(b, s), q(r, c) a q(r, d), r ∈ [a, b],
s ∈ [c, d].
Regula´rn´ı hranicˇn´ı krˇivky nazveme takove´ hranicˇn´ı krˇivky q(a, s), q(b, s), q(r, c),
q(r, d), ktere´ se navza´jem neprot´ınaj´ı, kromeˇ pocˇa´tecˇn´ıch a koncovy´ch bod˚u (napo-
jen´ı jednotlivy´ch hranicˇn´ıch krˇivek) a nemaj´ı body samopr˚unik˚u.
Tvrzen´ı 16. Meˇjme C1 spojitou parametrizaci q : P → Ω. Jestliˇze je q injektivn´ı
na hranici ∂P oblasti P a Jacobiho determinant Jq parametrizace q je nenulovy´ na
P, pak je q injektivn´ı na cele´m P.
Toto tvrzen´ı pouzˇijeme ke stanoven´ı hledane´ho testu injektivity B-spline para-
metrizace pomoc´ı Jacobiho determinantu, viz Tvrzen´ı 17.
Tvrzen´ı 17. Meˇjme C1 spojitou parametrizaci q z P = {(x, y) : a ≤ x ≤ b ∧ c ≤ y ≤
d} do Ω ⊂ R2, ktera´ definuje regula´rn´ı hranice. Jestliˇze je jej´ı Jacobiho determinant
na P nenulovy´, potom je dana´ parametrizace injektivn´ı.
Prˇedchoz´ı Tvrzen´ı 17 si detailneˇ rozep´ıˇseme a na za´kladeˇ toho zavedeme podmı´n-
ku pro zachova´n´ı injektivity, ktera´ je zalozˇena na vy´pocˇtu Jacobiho determinantu
dane´ parametrizace.
Nelinea´rn´ı postacˇuj´ıc´ı podmı´nka zalozˇena´ na vy´pocˇtu Jacobiho determi-
nantu
Meˇjme parametrizaci











kde Pi,j jsou rˇ´ıd´ıc´ı body, f a g jsou stupneˇ B-spline ba´zovy´ch funkc´ı N
f
i (r) a N
g
j (s).

































i,j ) = Pi+1,j − Pi,j, ∆2i,j =
(∆2,xi,j ,∆
2,y
i,j ) = Pi,j+1 −Pi,j.
Vy´sledny´ Jacobiho determinant bude tedy ve tvaru
J(q(r, s)) =



































Z te´to rovnosti a vlastnosti konvexn´ıho obalu B-spline oblasti dosta´va´me na´sledu-
j´ıc´ı veˇtu, ktera´ na´m da´va´ nelinea´rn´ı postacˇuj´ıc´ı podmı´nku pro parametrizaci bez
samopr˚unik˚u. Tento poznatek vyuzˇijeme ve vy´sledne´ optimalizacˇn´ı metodeˇ prˇi kon-
strukci a omezen´ı vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u dane´ B-spline oblasti.
Veˇta 18. Jestliˇze je Gi,j > 0, pak i J(q(r, s)) > 0 a tud´ıˇz nema´ parametrizace q(r, s)
zˇa´dne´ samopr˚uniky.
Poznamenejme, zˇe tato veˇta na´m neuda´va´, kdy je Jacobiho determinant nenulovy´
a tud´ızˇ ma´me zarucˇenu injektivitu, ale kdy je pouze kladny´. Je to v d˚usledku toho, zˇe
v rovnosti (3.1) je cˇa´st N2f−1i (r)N
2g−1
j (s) kladna´, proto je formulace prˇedchoz´ı veˇty
zalozˇena na kladnosti Jacobiho determinantu. Obecneˇ je tedy podmı´nka Gi,j > 0
slabsˇ´ı nezˇ podmı´nka J(q(r, s)) > 0.
Linea´rn´ı postacˇuj´ıc´ı podmı´nka zalozˇena´ na injektiviteˇ kuzˇel˚u
Druhou mozˇnost´ı oveˇrˇen´ı injektivity B-spline parametrizace je podmı´nka vyuzˇ´ıvaj´ıc´ı
injektivity kuzˇel˚u.












, − ∆1i,j‖∆1i,j‖ .
Kuzˇel K2 · R definujeme analogicky.
Definice 20. Rˇekneme, zˇe kuzˇele K1 a K2 jsou transverza´ln´ı, jestliˇze K1 ·R a K2 ·R
maj´ı pr˚unik pouze v bodeˇ {0}.
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Obra´zek 3.2: Test injektivity parametrizace pomoc´ı injektivn´ıch kuzˇel˚u: B-spline ob-
lasti s prˇ´ıslusˇny´mi kuzˇeli – Vlevo: Netransverza´ln´ı; Vpravo: Transverza´ln´ı.
Na obr. 3.2 mu˚zˇeme videˇt rozd´ıl mezi transverza´ln´ımi a netransverza´ln´ımi kuzˇeli.
Tvrzen´ı 21. Necht’ q : P = [a, b] × [c, d] → Ω ⊂ R2 je C1 spojita´ B-spline para-
metrizace dana´ rˇ´ıd´ıc´ımi body P. Jestliˇze se hranicˇn´ı krˇivky neprot´ınaj´ı (kromeˇ mı´st
vza´jemne´ho napojen´ı) a nemaj´ı zˇa´dne´ samopr˚uniky a kuzˇele K1 · R a K2 · R jsou
transverza´ln´ı, pak je parametrizace q injektivn´ı na P.





i = 0, ..., l − 1. Analogicky definujeme hranicˇn´ı kuzˇel K02(P).
Nyn´ı mu˚zˇeme pouzˇ´ıt vsˇechny prˇedcha´zej´ıc´ı poznatky k tomu, abychom byli schop-
ni zajistit, zˇe parametrizace dane´ B-spline oblasti bude injektivn´ı. K tomu pouzˇijeme
Tvrzen´ı 21, kde injektivity dosa´hneme pomoc´ı transverza´ln´ıch kuzˇel˚u, resp. vhodnou
volbou rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u dane´ parametrizace.
Prˇedpokladem je, zˇe ma´me zada´ny cˇtyrˇi hranicˇn´ı B-spline krˇivky, jejichzˇ rˇ´ıd´ıc´ı
polygony jsou tvorˇeny rˇ´ıd´ıc´ımi body Pi,0, Pi,m, P0,j a Pl,j, kde i = 0, ..., l, j =
0, ...,m. Teˇmto hranicˇn´ım krˇivka´m odpov´ıdaj´ı hranicˇn´ı kuzˇele K01(P) ·R a K02(P) ·R,
ktere´ jsou transverza´ln´ı, viz obr. 3.3.
K obeˇma teˇmto kuzˇel˚um nalezneme hranice
F+1 (K
0
1(P)) ≤ 0, F−1 (K01(P)) ≤ 0




1 jsou linea´rn´ı rovnice hranice K
0




2(P)) ≤ 0, F−2 (K02(P)) ≤ 0
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Obra´zek 3.3: Hranicˇn´ı krˇivky a jim odpov´ıdaj´ıc´ı hranicˇn´ı kuzˇele.




2 jsou pak linea´rn´ı rovnice hranice K
0
2(P) · R.
Tyto hranice nyn´ı vyuzˇijeme ke konstrukci vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Necht’ jsou
kuzˇele K˜01(P), K˜
0
2(P) sestrojene´ z vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u dane´ plochy. Abychom
doc´ılili injektivity parametrizace, vol´ıme vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body tak, aby jejich od-
pov´ıdaj´ıc´ı kuzˇele K˜01(P) · R, K˜02(P) · R byly uvnitrˇ kuzˇel˚u K01(P) · R a K02(P) · R,
resp. hranice teˇchto hranicˇn´ıch kuzˇel˚u mus´ı by´t soucˇasneˇ hranice kuzˇel˚u odpov´ıdaj´ıc´ı
vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ım bod˚um. Z´ıska´me tak linea´rn´ı podmı´nku pro injektivitu parametri-
zace ve tvaru:
F+2 (Pi+1,j −Pi,j) + F−1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi+1,j −Pi,j) + F+1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F+2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F−1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F+1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0.
(3.2)
Tu pouzˇijeme v optimalizacˇn´ı metodeˇ pro volbu rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, kterou pop´ıˇseme
na konci te´to sekce.
3.1.2 Optimalizacˇn´ı metoda
V te´to sekci se budeme veˇnovat hleda´n´ı vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a zadefinujeme si
podmı´nky pro ortogona´ln´ı a uniformn´ı parametrickou s´ıt’.
Pocˇa´tecˇn´ı konstrukce vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
Jizˇ v [2] jsme se okrajoveˇ veˇnovali volbeˇ vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Na vstupu jsme meˇli
zada´ny cˇtyrˇi okrajove´ krˇivky, jejichzˇ prˇ´ıslusˇne´ rˇ´ıd´ıc´ı polygony byly tvorˇeny rˇ´ıd´ıc´ımi
body P0,j, Pl,j, Pi,0 a Pi,m, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m. Vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body jsme
pak urcˇili jako ekvidistantn´ı rozdeˇlen´ı u´secˇek P0,jPl,j a Pi,0Pi,m. Obeˇ rozdeˇlen´ı jsme
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)Pl,j + (1− jm)Pi,0 + ( jm)Pi,m
2
. (3.3)
Druhou mozˇnost´ı je zkonstruovat vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ diskre´tn´ı Coonsovou meto-
dou popsanou v [14] a [15]. Tato konstrukce je zalozˇena na konstrukci bilinea´rn´ıho
Coonsova pla´tu ve tvaru
P(r, s) = R1(r, s) + R2(r, s)−T(r, s),
kde R1 a R2 jsou prˇechodove´ plochy urcˇene´ proteˇjˇs´ımi okrajovy´mi krˇivkami, cozˇ
je v podstateˇ vyja´drˇen´ı v cˇitateli (3.3). T(r, s) je hyperbolicky´ paraboloid urcˇeny´
















cˇ´ımzˇ z´ıska´me fina´ln´ı podobu diskre´tn´ı Coonsovy metody na generova´n´ı vnitrˇn´ıch
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u ve tvaru

















Coonsova metoda je zalozˇena na znalosti rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u hranicˇn´ıch krˇivek. Jelikozˇ
nekladame zˇa´dne´ specia´ln´ı pozˇadavky na rˇ´ıd´ıc´ı body P0,j, Pl,j, Pi,0, Pi,m, nen´ı vy-
loucˇene´, zˇe vznikla´ pocˇa´tecˇn´ı konstrukce rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u nebude nejen optima´ln´ı, ale
mu˚zˇe doj´ıt i k samopr˚unik˚um jednotlivy´ch parametricky´ch krˇivek dane´ oblasti.
Podmı´nky pro uniformn´ı a ortogona´ln´ı s´ıt’
Podmı´nka pro to, aby vy´sledna´ s´ıt’ parametricky´ch krˇivek B-spline oblasti byla
co nejv´ıce ortogona´ln´ı, bude vycha´zet z prˇedpokladu, zˇe chceme aby paramet-
ricke´ krˇivky q(r, skonst) a q(rkonst, s) byly navza´jem kolme´. To bude splneˇno, po-
kud ∂rq(r, s) · ∂sq(r, s) = 0. Abychom se vyhnuli proble´mu˚m prˇi vy´pocˇtu integra´lu
soucˇinu parcia´ln´ıch derivac´ı, pouzˇijeme u´pravu
|∂rq(r, s) · ∂sq(r, s)| ≤ ‖∂rq(r, s)‖ · ‖∂sq(r, s)‖ ≤
‖∂rq(r,s)‖2+‖∂sq(r,s)‖2
2
≤ ‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2, (3.5)
ktera´ je odvozena z rovnost´ı v [16].




‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2 dr ds. (3.6)
Druhou podmı´nkou je uniformita, ktera´ na´m zarucˇuje konstantn´ı rozestupy
mezi jednotlivy´mi parametricky´mi krˇivkami. Tuto podmı´nku je mozˇne´ odvodit
z 1. za´kladn´ı formy plochy popsane´ v [5], podrobneˇjˇs´ı vysveˇtlen´ı nalezneme v [17].
Na´sleduj´ıc´ı rovnice popisuje podmı´nku uniformity
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Algorithm 1: Optimalizace rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ.
vstup : Cˇtyrˇi hranicˇn´ı B-spline krˇivky
vy´stup: B-spline oblast ohranicˇena´ cˇtyrˇmi vstupn´ımi krˇivkami.
begin
1: Konstrukce vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u P Coonsovou konstrukc´ı, viz (3.4);
2: Sestaven´ı podmı´nky z hranicˇn´ıch krˇivek:
F+1 (K
0
1(P)) ≤ 0, F−1 (K01(P)) ≤ 0,
F+2 (K
0
2(P)) ≤ 0, F−2 (K02(P)) ≤ 0;




α(‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2)
+(‖∂r∂rq(r, s)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s)‖2 + 2‖∂s∂rq(r, s)‖) dr ds
a zvolene´ podmı´nky injektivity:
a: Sekvencˇn´ı kvadratickou metodou:
Gi,j > 0.
b: Kvadratickou metodou:
F+2 (Pi+1,j −Pi,j) + F−1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi+1,j −Pi,j) + F+1 (Pi+1,j −Pi,j) ≤ 0,
F+2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F−1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0,
F−2 (Pi,j+1 −Pi,j) + F+1 (Pi,j+1 −Pi,j) ≤ 0;




(‖∂r∂rq(r, s)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s)‖2 + 2‖∂s∂rq(r, s)‖) dr ds. (3.7)




α(‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2)
+(‖∂r∂rq(r, s)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s)‖2 + 2‖∂s∂rq(r, s)‖) dr ds,
(3.8)
kde α je kladna´ konstanta.
Vy´sledny´ optimalizacˇn´ı algoritmus
Vy´sledny´ Algoritmus 1 ma´ d´ıky dveˇma podmı´nka´m injektivity dveˇ mozˇne´ podoby.
Prˇi zvolen´ı nelinea´rn´ı podmı´nky injektivity dosta´va´me oproti podmı´nce druhe´ znacˇ-
nou vy´hodu prˇedevsˇ´ım v tom, zˇe vstupn´ı hranicˇn´ı kuzˇele nemus´ı by´t transverza´ln´ı, a
prˇesto lze z´ıskat injektivn´ı parametrizaci vy´sledne´ B-spline oblasti. Druhou mozˇnost
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Obra´zek 3.4: B-spline oblast v za´vislosti na vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bodech – Nahorˇe:
Pocˇa´tecˇn´ı Coonsova konstrukce; Uprostrˇed: Metoda zalozˇena´ na vy´pocˇtu Jacobia´nu;
Dole: Metoda transverza´ln´ıch kuzˇel˚u.
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pouzˇijeme v prˇ´ıpadeˇ, zˇe hranicˇn´ı kuzˇele budou transverza´ln´ı. Jej´ı vy´hodou je line-
arita podmı´nek (3.2), d´ıky cˇemuzˇ je vy´pocˇet jednodusˇsˇ´ı a rychlejˇs´ı nezˇ u prˇedchoz´ı
mozˇnosti.
Obeˇ metody mu˚zˇeme porovnat na obr. 3.4, kde nahorˇe ma´me zkonstruova´nu
B-spline oblast bez pouzˇit´ı optimalizace, uprostrˇed je pouzˇita metoda zalozˇena´
na vy´pocˇtu Jacobiho determinantu a dole je prezentova´na metoda transverza´ln´ıch
kuzˇel˚u.
3.2 Optimalizace 3D rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ
V te´to cˇa´sti se budeme veˇnovat optimalizaci rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ B-spline objemu. K tomu
vyuzˇijeme veˇtsˇinu poznatk˚u z prˇedchoz´ı sekce, kde jsme stanovili podmı´nky pro na-
lezen´ı vy´sledne´ parametrizace. Pop´ıˇseme optimalizacˇn´ı metodu, ktera´ nalezne vnitrˇn´ı
rˇ´ıd´ıc´ı body B-spline oblasti tak, aby byly splneˇny na´mi dane´ podmı´nky – injektivn´ı
parametrizace, co nejv´ıce ortogona´ln´ı a uniformn´ı s´ıt’. Kompletn´ı rozbor te´to opti-
malizace je popsa´n v [18].
3.2.1 Postacˇuj´ıc´ı podmı´nka pro injektivn´ı B-spline parame-
trizaci
Definice 23. Meˇjme parametrizaci q(r, s, t) zobrazuj´ıc´ı z P = [a, b]× [c, d]× [e, f ] do
Ω ⊂ R3. Pak hranicˇn´ı oblasti definujeme jako q(a, s, t), q(b, s, t), q(r, c, t), q(r, d, t),
q(r, s, e) a q(r, s, f), r ∈ [a, b], s ∈ [c, d], t ∈ [e, f ].
Regula´rn´ı hranicˇn´ı oblasti jsou analogi´ı k regula´rn´ım hranicˇn´ım krˇivka´ch
z prˇedchoz´ı cˇa´sti. Jsou to takove´ oblasti q(a, s, t), q(b, s, t), q(r, c, t), q(r, d, t),
q(r, s, e), q(r, s, f), ktere´ nemaj´ı zˇa´dne´ body samopr˚unik˚u a navza´jem se neprot´ınaj´ı.
Vy´jimkou jsou hranicˇn´ı krˇivky teˇchto oblast´ı, ktere´ propojuj´ı jednotlive´ sousedn´ı ob-
lasti.
Jelikozˇ je mysˇlenkovy´ postup shodny´ s postupem z prˇedchoz´ı sekce, prˇistoup´ıme
rovnou k Tvrzen´ı 24, ktere´ na´m umozˇnˇuje posoudit, kdy je dana´ parametrizace in-
jektivn´ı. Da´le si uka´zˇeme dveˇ mozˇne´ podmı´nky pro posouzen´ı injektivity zvolene´
parametrizace.
Tvrzen´ı 24. Meˇjme C1 spojitou parametrizaci q : P → Ω, ktera´ definuje regula´rn´ı
hranicˇn´ı oblasti. Jestliˇze je Jacobiho determinant parametrizace q nenulovy´, pak je
tato parametrizace injektivn´ı.
Nelinea´rn´ı postacˇuj´ıc´ı podmı´nka
Tato postacˇuj´ıc´ı podmı´nka je zalozˇena na vy´pocˇtu Jacobiho determinantu dane´ pa-
rametrizace. Postupujeme analogicky jako u prˇ´ıpadu parametrizace B-spline oblasti.
Meˇjme
q : (r, s, t) ∈ P = [a, b]× [c, d]× [e, f ]→





















Jednotlive´ parcia´ln´ı derivace parametrizace q jsou















































































i,j,k) = Pi,j,k+1 −Pi,j,k.
Zmı´neˇne´ parcia´ln´ı derivace pouzˇijeme pro vy´pocˇet Jacobiho determinantu
J(q(r, s, t)), jehozˇ vy´pocˇtem oveˇrˇ´ıme injektivitu. Pokud bude J(q(r, s, t)) > 0 pak
nebude mı´t parametrizace q(r, s, t) zˇa´dne´ samopr˚uniky. K vy´pocˇtu Jacobiho deter-
minantu pouzˇijeme na´sleduj´ıc´ı u´pravu











































































kde L je i = 0, .., l−1, j = 0, ..,m, k = 0, .., n, i′ = 0, .., l, j′ = 0, ..,m−1, k′ = 0, .., n,
i′′ = 0, .., l, j′′ = 0, ..,m, k′′ = 0, .., n− 1.
Rozepsa´n´ım Jacobiho determinantu s pomoc´ı Tvrzen´ı 24 z´ıska´me podmı´nku pro
injektivn´ı parametrizaci v podobeˇ na´sleduj´ıc´ı veˇty, kterou pouzˇijeme pro konstrukci
vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u ve vy´sledne´m optimalizacˇn´ım algoritmu.
Veˇta 25. Jestliˇze je Gi,j,k > 0, pak i J(q(r, s, t)) > 0, z toho vyply´va´, zˇe parametri-
zace q(r, s, t) nema´ zˇa´dne´ samopr˚uniky.
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Linea´rn´ı postacˇuj´ıc´ı podmı´nka
Druha´ podmı´nka, kterou si pop´ıˇseme, je zalozˇena´ na transverza´lnosti kuzˇel˚u, resp.
kotransverza´lnosti kuzˇel˚u. Principia´lneˇ funguje stejneˇ jako u B-spline oblast´ı. Kon-
strukc´ı kuzˇel˚u prˇ´ıslusˇny´ch jednotlivy´m vektor˚um sestaveny´m z rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u zjist´ıme,
zda-li se jedna´ o injektivn´ı parametrizaci. Da´le pak na´mi popsany´m algoritmem u-
prav´ıme rˇ´ıd´ıc´ı body tak, aby vy´sledna´ parametrizace byla injektivn´ı.











Oznacˇen´ım K1 · R (K2 · R a K3 · R) rozumı´me kuzˇel, ktery´ je tvorˇeny´ prˇ´ımkami










Vı´me, zˇe dva kuzˇele K1, K2 jsou transverza´ln´ı, jestlizˇe K1 ·R a K2 ·R maj´ı pr˚unik
pouze v bodeˇ {0}. Pro trˇi kuzˇele definujeme pojem kotransverza´lnost v na´sleduj´ıc´ı
definici.
Definice 27. K1, K2, K3 jsou kotransverza´ln´ı, jestliˇze plat´ı na´sleduj´ıc´ı dveˇ
podmı´nky:
• konvexn´ı obaly kuzˇel˚u K1, K2, K3 maj´ı pr˚unik pouze v bodeˇ {0},
• konvexn´ı obaly kazˇde´ dvojice kuzˇel˚u a kuzˇelu zby´vaj´ıc´ıho mus´ı by´t transverza´ln´ı.
Definice 28. Meˇjme sˇest hranicˇn´ıch oblast´ı, ktere´ ohranicˇuj´ı dany´ B-spline objem.
Rˇı´d´ıc´ı body teˇchto hranicˇn´ıch oblast´ı jsou P0,j,k, Pl,j,k, Pi,0,k, Pi,m,k, Pi,j,0 a Pi,j,n.





kuzˇele K02(P) a K
0













3 , ktere´ neobsahuj´ı nulovy´ vek-
tor, kotransverza´ln´ı, pak ma´ determinant |v1,v2,v3| konstantn´ı hodnotu pro vsˇechny
v1 ∈ K01 , v2 ∈ K02 a v3 ∈ K03 .
Du˚kaz Lemmatu 29 nalezneme v [25].
Nyn´ı prˇistoup´ıme k samotne´ konstrukci vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Meˇjme sˇest
hranicˇn´ıch oblast´ı, ktere´ ohranicˇuj´ı dany´ objem B-spline objem. Z teˇchto hranicˇn´ıch




3 podle Definice 28. Nezbytnou





jsou kotransverza´ln´ı. K tomu pouzˇijeme prˇedchoz´ı Lemma 29. Stejneˇ jako v prˇedchoz´ı
cˇa´sti i zde stanov´ıme hranice teˇchto kuzˇel˚u. V tomto prˇ´ıpadeˇ p˚ujde o hranicˇn´ı roviny
R0, R1, R2 a R3.
Mysˇlenka konstrukce teˇchto rovin je takova´, zˇe nejprve sestroj´ıme hranicˇn´ı rovinu








Hranicˇn´ı rovinu R1 konstruujeme tak, zˇe pro kazˇdy´ vektor w z K
0
2 ∪ K03 plat´ı
R1(w) > 0 a za´rovenˇ pro kazˇdy´ vektor v z K
0
1 plat´ı R1(v) < 0. Analogicky pro
roviny R2, R3:
• R2: ∀w ∈ K01 ∪K03 plat´ı R2(w) > 0 a ∀v ∈ K02 plat´ı R2(v) < 0,
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• R3: ∀w ∈ K01 ∪K02 plat´ı R3(w) > 0 a ∀v ∈ K03 plat´ı R3(v) < 0.
Nyn´ı prˇicha´z´ı na rˇadu nalezen´ı vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Jelikozˇ ma´me sestrojeny
hranicˇn´ı roviny, mu˚zˇeme stanovit podmı´nky pro jejich volbu. Pro vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body





























kde ∆1i,j,k = Pi+1,j,k −Pi,j,k, ∆2i,j,k = Pi,j+1,k −Pi,j,k a ∆3i,j,k = Pi,j,k+1 −Pi,j,k.
Vy´sˇe zmı´neˇne´ rovnice (3.10) na´m stanovuj´ı podmı´nku pro injektivn´ı parame-
trizaci, kterou pouzˇijeme ve vy´sledne´ optimalizacˇn´ı metodeˇ pro hleda´n´ı vnitrˇn´ıch
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Podotkneˇme, zˇe prˇedchoz´ı dveˇ podmı´nky na´m zarucˇuj´ı pouze loka´ln´ı
injektivitu a pro globa´ln´ı injektivn´ı parametrizaci je nutne´, aby byla splneˇna regula-
rita vsˇech sˇesti hranicˇn´ıch oblast´ı dane´ho B-spline objemu.
3.2.2 Optimalizacˇn´ı metoda
V te´to cˇa´sti se zameˇrˇ´ıme na hleda´n´ı pocˇa´tecˇn´ıch vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u diskre´tn´ı
Coonsovou metodou, da´le take´ na podmı´nky ortogonality a uniformity parametricke´
s´ıteˇ. Na konci pak zmı´n´ıme vy´sledny´ optimalizacˇn´ı algoritmus, ktery´ budeme pre-
zentovat na graficke´m vy´stupu.
Pocˇa´tecˇn´ı konstrukce vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
K sestrojen´ı vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u pouzˇijeme zobecneˇnou diskre´tn´ı Coonsovu me-
todu pro 3D objekty. Vycha´z´ıme z diskre´tn´ı Coonsovy metody popsane´ v [14], jej´ızˇ
tvar se skla´da´ ze dvou prˇechodovy´ch ploch a hyperbolicke´ho paraboloidu. Pro 3D
objekty pouzˇijeme Coonsovu metodu z [18, 3].
Necht’ jsou zada´ny hranicˇn´ı oblasti s rˇ´ıd´ıc´ımi body P0,j,k, Pl,j,k, Pi,0,k, Pi,m,k,
Pi,j,0, Pi,j,n, pak vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body zkonstruujeme na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem:

















































































kde prvn´ı rˇa´dek obsahuje prˇechodove´ plochy, resp. oblasti a druhy´ azˇ cˇtvrty´ rˇa´dek
syste´m hyperbolicky´ch paraboloid˚u. Podotkneˇme, zˇe tato konstrukce mu˚zˇe ve´st k sa-
mopr˚unik˚um parametricky´ch krˇivek, ktere´ budou v c´ılove´ optimalizacˇn´ı metodeˇ od-
straneˇny.
Obra´zek 3.5: Vlevo nahorˇe: Vstupn´ı rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’; Vpravo nahorˇe: Cˇa´st objemu, jehozˇ
rˇ´ıd´ıc´ı body nejsou optimalizova´ny; Vlevo dole: Konstrukce pomoc´ı metody zalozˇene´
na vy´pocˇtu Jacobia´nu; Vpravo dole: Konstrukce pomoc´ı metody kotransverza´ln´ıch
kuzˇel˚u.
Ortogonalita a uniformita
Nejprve si stanov´ıme podmı´nku pro ortogonalitu vy´sledne´ s´ıteˇ dane´ho B-spline ob-
jektu. Abychom doc´ılili toho, zˇe vy´sledna´ s´ıt’ bude co nejv´ıce ortogona´ln´ı, budeme
pozˇadovat, aby jednotlive´ parametricke´ krˇivky q(r, skonst, tkonst), q(rkonst, s, tkonst),
q(rkonst, skonst, t) byly na sebe kolme´. Parametricke´ krˇivky jsou na sebe navza´jem
kolme´ pra´veˇ tehdy, kdyzˇ jsou na sebe kolme´ jejich tecˇne´ vektory. Dostaneme tak
rovnosti
∂rq(r, s, t) · ∂sq(r, s, t) = 0, ∂rq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t) = 0, ∂sq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t) = 0.
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Algorithm 2: Optimalizace rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ.
vstup : Sˇest hranicˇn´ıch B-spline oblast´ı
vy´stup: B-spline objem ohranicˇeny´ sˇesti vstupn´ımi oblastmi.
begin
1: Konstrukce vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u P zobecneˇnou Coonsovou
konstrukc´ı, viz (3.11);
2: Sestaven´ı podmı´nky (3.10) z hranicˇn´ıch krˇivek;




‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2
+α(‖∂r∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂t∂tq(r, s, t)‖2
+2‖∂r∂sq(r, s, t)‖+ 2‖∂r∂tq(r, s, t)‖+ 2‖∂s∂tq(r, s, t)‖) dr ds dt,
a jedne´ z podmı´nek injektivity:






























return B-spline objem s parametrizac´ı q(r, s, t).
Pro konstrukci vy´sledne´ podmı´nky pouzˇijeme nerovnost (3.5) ve tvaru
|∂rq(r, s) · ∂sq(r, s)| ≤ ‖∂rq(r, s)‖2 + ‖∂sq(r, s)‖2 (3.12)
a aplikujeme na prˇedchoz´ı rovnosti:
|∂rq(r, s, t) · ∂sq(r, s, t)|+ |∂rq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t)|+ |∂sq(r, s, t) · ∂tq(r, s, t)|
≤ ‖∂rq(r, s, t)‖
2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2
2
+
‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2
2
+
‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2
2
,
z´ıska´me tak optimalizacˇn´ı funkci pro ortogona´ln´ı s´ıt’ ve tvaru∫∫∫
P
‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2 dr ds dt. (3.13)
Pro podmı´nku uniformn´ı s´ıteˇ pouzˇijeme jizˇ zna´my´ vztah (3.7), ktery´ rozsˇ´ıˇr´ıme
pro 3D s´ıt’ do vy´sledne´ho tvaru∫∫∫
P
(‖∂r∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂t∂tq(r, s, t)‖2
+2‖∂r∂sq(r, s, t)‖+ 2‖∂r∂tq(r, s, t)‖+ 2‖∂s∂tq(r, s, t)‖) dr ds dt.
(3.14)
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‖∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂tq(r, s, t)‖2
+α(‖∂r∂rq(r, s, t)‖2 + ‖∂s∂sq(r, s, t)‖2 + ‖∂t∂tq(r, s, t)‖2
+2‖∂r∂sq(r, s, t)‖+ 2‖∂r∂tq(r, s, t)‖+ 2‖∂s∂tq(r, s, t)‖) dr ds dt,
(3.15)
kde α je kladna´ konstanta.
3.2.3 Vy´sledny´ optimalizacˇn´ı algoritmus
Shrneme-li obeˇ varianty optimalizacˇn´ı metody, z´ıska´me shodne´ klady a za´pory jako
u metod pro B-spline oblasti. Prvn´ı metoda nen´ı za´visla´ na kotransverza´lnosti
hranicˇn´ıch oblast´ı oproti druhe´, ale jej´ı vy´pocˇet je pomalejˇs´ı a slozˇiteˇjˇs´ı. Nav´ıc pro
prvn´ı metodu, ktera´ pouzˇ´ıva´ sekvencˇn´ı kvadratickou metodu (iterativneˇ rˇesˇ´ıc´ı op-
timalizacˇn´ı proble´m, kde posloupnosti iterac´ı konverguj´ı k minimu), mu˚zˇeme z´ıskat
pouze loka´ln´ı minimum. Globa´ln´ı minimum je v tomto prˇ´ıpadeˇ za´visle´ na poloze
vnitrˇn´ıch pocˇa´tecˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u.
Na obr. 3.5 vid´ıme srovna´n´ı teˇchto metod, ktere´ jsou pouzˇity ve vy´sledne´m Al-
goritmu 2. Vlevo nahorˇe je vstupn´ı rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ hranicˇn´ıch oblast´ı, vpravo pak vy´rˇez
B-spline objemu, jehozˇ rˇ´ıd´ıc´ı body jsme nasˇli zobecneˇnou Coonsovou metodou. Vlevo
dole vid´ıme tento B-spline objem s optimalizovany´mi rˇ´ıd´ıc´ımi body pomoc´ı me-




Rotacˇn´ı teˇlesa a vyuzˇit´ı rotace
okolo osy
V te´to kapitole navrhneme dveˇ metody pro nalezen´ı parametrizace NURBS objemu,
tj. parametrizace oblasti ohranicˇene´ specia´ln´ımi trˇ´ıdami NURBS ploch. Konkre´tneˇ
se budeme zaby´vat:
• vytva´rˇen´ım rotacˇn´ıch objemu˚, jej´ızˇ hranicˇn´ı plocha je urcˇena rotac´ı NURBS
krˇivky okolo zvolene´ osy,
• popisem objemu ohranicˇene´ho NURBS plochou urcˇenou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt´ı splnˇuj´ıc´ı
specia´ln´ı podmı´nky – takova´ teˇlesa budeme da´le nazy´vat zobecneˇne´ rotacˇn´ı
objemy.
Podrobneˇ si vysveˇtl´ıme konstrukce obou zmı´neˇny´ch objemu˚ – pop´ıˇseme jednotlive´
kroky nasˇeho postupu, kde kromeˇ novy´ch poznatk˚u vyuzˇijeme jizˇ zna´my´ch konstrukc´ı
NURBS ploch (viz [2]). Pro na´zornost budeme prezentovat postup na prˇ´ıkladu a to
jak pocˇetneˇ, tak graficky. Na konci kazˇde´ sekce shrneme danou metodu do vy´sledne´ho
algoritmu.
4.1 Rotacˇn´ı teˇlesa
V te´to sekci se budeme zaby´vat konstrukc´ı rotacˇn´ıch NURBS objemu˚. Uka´zˇeme
si dveˇ mozˇne´ metody pro z´ıska´n´ı hledane´ho popisu, pro ktery´ budeme pozˇadovat
vstupn´ı data v podobeˇ vstupn´ı NURBS krˇivky, ktera´ je urcˇena rˇ´ıd´ıc´ım polygonem
P = {P0, ...,Pl}, prˇ´ıslusˇny´mi va´hami W = {W0, ...,Wl} a vektorem parametrizace
R. Pro jednoduchost zvol´ıme zkra´cene´ znacˇen´ı ve tvaru Q := [P,W,R]. Druhy´m
mozˇny´m (ne nutny´m) pozˇadavkem je osa rotace ω, okolo ktere´ bude tato vstupn´ı
NURBS krˇivka rotovat. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe tato osa nen´ı zvolena, je automaticky nastavena
jako spojnice prvn´ıho a posledn´ıho rˇ´ıd´ıc´ı bodu vstupn´ı rˇ´ıd´ıc´ı krˇivky. Rotac´ı vstupn´ı
NURBS krˇivky okolo te´to osy z´ıska´me hranici – hranicˇn´ı NURBS plochu hledane´ho
NURBS objemu. Z teˇchto dat za pouzˇit´ı urcˇity´ch pravidel, ktera´ si pop´ıˇseme da´le,
zkonstruujeme vy´sledny´ NURBS objem urcˇeny´ s´ıt´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u GS, va´hami rˇ´ıd´ıc´ıch
bod˚u WS a trˇemi vektory parametrizace R, S, T.
Prˇi vytva´rˇen´ı rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ se mu˚zˇeme setkat s nezˇa´douc´ımi pr˚uniky jednotlivy´ch
parametricky´ch krˇivek ve stejne´m parametru, resp. pr˚uniky jednotlivy´ch r-krˇivek,
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s-krˇivek, t-krˇivek. Budeme proto pozˇadovat pro rˇ´ıd´ıc´ı body vstupn´ı NURBS krˇivky
splneˇn´ı na´sleduj´ıc´ı podmı´nky, abychom se teˇmto proble´mu˚m vyhnuli.
Veˇta 30. Meˇjme osu rotace ω, vstupn´ı otevrˇenou NURBS krˇivku Q := [P,W,R]
a necht’ P′0, P′1, ..., P′l jsou ortogona´ln´ı pr˚umeˇty rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u P0, P1, ..., Pl
NURBS krˇivky do osy rotace ω. Jestliˇze bude pro rˇ´ıd´ıc´ı body v Algoritmech 3, 4
splneˇna nerovnost
‖P′0P′i‖ < ‖P′0P′i+1‖,
kde i = 0, 1, ..., l − 1, tak se parametricke´ krˇivky ve stejne´m parametru (jednotlive´
r-krˇivky, s-krˇivky nebo t-krˇivky) nebudou ve vy´sledne´m NURBS objemu prot´ınat.
D˚ukaz:
K d˚ukazu Veˇty 30 vyuzˇijeme znalost´ı o injektivn´ıch kuzˇel´ıch z prˇedchoz´ı kapitoly,
ktery´ si rozdeˇl´ıme na dveˇ cˇa´sti:









a P′0 6= P0 nebo P′l 6= Pl. Da´le sestroj´ıme hranicˇn´ı kuzˇele K01(P¯), K02(P¯).




lPl. Jelikozˇ jsme prˇedpokla´dali, zˇe
alesponˇ jeden rˇ´ıd´ıc´ı bod z P0, Pl nelezˇ´ı na ose rotace ω, tak vy´sledny´ kuzˇel
(u´secˇka) bude ve tvaru na obr. 4.1 vlevo. Kuzˇel K02(P¯) bude slozˇen z vektor˚u
P′iP′i+1, ktere´ lezˇ´ı na ose rotace ω, a z vektor˚u PiPi+1. Jelikozˇ tyto vektory
mus´ı splnˇovat Veˇtu 30, nebude zˇa´dny´ z teˇchto vektoru nikdy kolmy´ na osu
rotace ω. Hranicˇn´ı kuzˇel K02(P¯) si mu˚zˇeme prohle´dnout na obr. 4.1 uprostrˇed.
Spojen´ım obou hranicˇn´ıch kuzˇel˚u na obr. 4.1 vpravo vid´ıme, zˇe nen´ı mozˇne´,
aby se prot´ınaly (pouze v bodeˇ {0}), proto jsou transverza´ln´ı a tud´ızˇ bude
parametrizace dane´ oblasti injektivn´ı.
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Obra´zek 4.2: Vlevo: Rˇ´ıd´ıc´ı body splnˇuj´ıc´ı Veˇtu 30; Uprostrˇed: Posunut´ı dvou rˇ´ıd´ıc´ıch
bod˚u na sebe; Vpravo: Na´sledne´ prˇekrˇ´ızˇen´ı teˇchto dvou vybrany´ch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u.
Tmaveˇ zeleny´ troju´heln´ık te´to plochy zna´zornˇuje prˇekryt´ı te´to plochy – prˇekrˇ´ızˇen´ı
jednotlivy´ch parametricky´ch krˇivek v urcˇite´m parametru.
2. Necht’ P0, Pl jsou na ose rotace ω. Pak hranicˇn´ı kuzˇel K
0
1(P¯) neobsahuje zˇa´dny´
vektor, resp. pouze bod {0}. Vy´sledny´ tvar obou hranicˇn´ıch kuzˇel˚u je tedy
shodny´ s obr. 4.1 uprostrˇed, tud´ızˇ jde o transverza´ln´ı prˇ´ıpad a parametrizace
je opeˇt injektivn´ı. 
Princip si mu˚zˇeme demonstrovat na obr. 4.2. Ve druhe´m a trˇet´ım prˇ´ıpadeˇ vid´ıme
nesplneˇn´ı Veˇty 30 a tud´ızˇ se na´m neˇktere´ parametricke´ krˇivky nechteˇneˇ krˇ´ızˇ´ı.
Du˚vodem je prohozen´ı porˇad´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, ktere´ jsou pro na´zornost propojeny
cˇernou u´secˇkou.
Nyn´ı jizˇ podrobneˇ pop´ıˇseme dveˇ zmı´neˇne´ metody, u ktery´ch je nutne´ podotknout,
zˇe hlavn´ı mysˇlenkou je pouzˇit´ı NURBS popisu kruhove´ oblasti, viz [2].
4.1.1 NURBS objem vznikly´ rotac´ı NURBS oblasti
Meˇjme da´nu NURBS krˇivku Q := [P,W,R] a osu rotace ω. Abychom mohli sestrojit
NURBS objem, mus´ıme nejprve sestrojit NURBS oblast rotuj´ıc´ı kolem zadane´ osy ω
Q¯ := [P¯,W¯,R,S],
urcˇenou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt´ı P¯, va´hami rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u W¯ te´to rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ a druhy´m vektorem
parametrizace S.
Konstrukci oblasti Q¯ rozliˇs´ıme na trˇi prˇ´ıpady:
1. vstupn´ı NURBS krˇivka je uzavrˇena´ a bude tak tvorˇit hranici oblasti Q¯,
2. vstupn´ı NURBS krˇivka nen´ı uzavrˇena´ a P0, Pl jsou na ose rotace ω,
3. vstupn´ı NURBS krˇivka nen´ı uzavrˇena´ a P0, Pl nejsou na ose rotace ω.
Prvn´ı prˇ´ıpad je od druhe´ho a trˇet´ıho odliˇsny´, proto jej pop´ıˇseme pozdeˇji. Postup
u druhe´ho a trˇet´ıho je shodny´, pouze s t´ım rozd´ılem, zˇe ve druhe´m prˇ´ıpadeˇ je oblast
Q¯ ohranicˇena pouze vstupn´ı NURBS krˇivkou a osou ω. Pokud P0 nebo Pl nelezˇ´ı na
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ose ω, vytvorˇ´ıme umeˇlou hranici jako spojnici rˇ´ıd´ıc´ıho bodu P0 (Pl) s ortogona´ln´ım
pr˚umeˇtem tohoto bodu do osy ω. Jelikozˇ na´sleduj´ıc´ı postup (Algoritmus 3) bude
zalozˇen pra´veˇ na ortogona´ln´ıch pr˚umeˇtech rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u Pi, kde i = 0, 1, ..., l, do osy
rotace ω, mu˚zˇeme tak rˇesˇen´ı prˇ´ıpadu 2 a 3 sdruzˇit do jednoho.
Necht’ oblast Q¯ je ohranicˇena krˇivkou Q, osou ω a dveˇma u´secˇkami tvorˇeny´mi
rˇ´ıd´ıc´ımi body P0, P
′






l jsou ortogona´ln´ı pr˚umeˇty rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u













l jsou ortogona´ln´ı pr˚umeˇty rˇ´ıd´ıc´ıch
bod˚u Pi, kde i = 0, ..., l, do osy rotace ω, pro ktere´ plat´ı Veˇta 30. V tomto prˇ´ıpadeˇ
ma´ vektor parametrizace S tvar (0, 0, 1, 1).
Pokud bychom si ovsˇem chteˇli vektor parametrizace S zvolit, anebo bychom
pozˇadovali, aby rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ meˇla v´ıce rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, resp. meˇla dalˇs´ı vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body,
pak by s´ıt’ P¯ byla ve tvaru
P¯ =
 G0,0 = P
′








l Gl,1 . . . Gl,m−1 Gl,m = Pl
 ,
kde body Gi,j pro i = 1, ..., l− 1 a j = 1, ...,m− 1 jsou volitelne´ vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body.
G0,j, Gl,j pro j = 0, ...,m jsou rˇ´ıd´ıc´ı body na hranici tvorˇene´ body P0, P
′
0 a Pl,
P′l. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe P0 (Pl) lezˇ´ı na ose ω, plat´ı P′0 = G0,1 = ... = G0,m−1 = P0
(P′l = Gl,1 = ... = Gl,m−1 = Pl). Volba vektoru parametrizace S je za´visla´ na pocˇtu
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, resp. jelikozˇ pracujeme s neperiodicky´mi vektory parametrizace, bude
pocˇet nenulovy´ch parametr˚u s ve vektoru parametrizace S roven pra´veˇ m+ 1.
Pro danou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ P¯ vol´ıme matici vah
W¯ =
 W¯0,0 W¯0,1 . . . W¯0,m−1 W¯0,m = W0... ... . . . ... ...
W¯l W¯l,1 . . . W¯l,m−1 W¯0,m = Wl
 ,
kde W0, ...,Wl jsou va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u vstupn´ı krˇivky. W¯i,j jsou pro i = 0, ..., l a
j = 0, ...,m− 1 volitelne´.
Nyn´ı ma´me hledanou NURBS oblast Q¯ := [P¯,W¯,R,S], kterou necha´me rotovat
okolo osy ω. Toho doc´ıl´ıme tak, zˇe vyuzˇijeme NURBS popisu kruzˇnice k tomu, aby
kazˇdy´ bod plochy Q¯ rotoval na kruzˇnici se strˇedem na ose ω, resp. najdeme pro
kazˇdy´ rˇ´ıd´ıc´ı bod P¯i,j a va´hu W¯i,j popis NURBS kruzˇnice tak, aby tento rˇ´ıd´ıc´ı bod
s prˇ´ıslusˇnou va´hou byl pocˇa´tecˇn´ım (koncovy´m) bodem te´to kruzˇnice.
Pozna´mka 31 (NURBS popis kruzˇnice). Meˇjme rˇ´ıd´ıc´ı body K0,K1, ...,K6, kde
K0 = K6. Tyto rˇ´ıd´ıc´ı body lezˇ´ı v rovineˇ βi,j a tvorˇ´ı cˇtverec s vrcholy K1, K2, K4,
K5 a za´rovenˇ rˇ´ıd´ıc´ı body K0 a K3 jsou strˇedy stran K1K5 a K2K4, resp. ‖K1K0‖ =
47
Obra´zek 4.3: NURBS popis kruzˇnice: cˇerveneˇ K0 = K6, oranzˇoveˇ K1, zˇluteˇ K2,
zeleneˇ K3, modrˇe K4, fialoveˇ K5.
‖K5K0‖ = ‖K2K3‖ = ‖K3K4‖ a ‖K2K1‖ = ‖K4K5‖ = 2‖K1K0‖. Rozmı´steˇn´ı
teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u vid´ıme na obr. 4.3. Necht’ W¯i,j,0 je va´ha rˇ´ıd´ıc´ıho bodu K0, pak
pro va´hy ostatn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u Kk plat´ı
W¯i,j,0 = 2W¯i,j,1 = 2W¯i,j,2 = W¯i,j,3 = 2W¯i,j,4 = 2W¯i,j,5 = W¯i,j,6.
Vektor parametrizace pro NURBS kruzˇnici je pak ve tvaru
T = (0, 0, 0, 1/4, 1/2, 1/2, 3/4, 1, 1, 1).
Na´slednou konstrukci vsˇech rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u NURBS objemu si uka´zˇeme na jednom
rˇ´ıd´ıc´ım bodu, jelikozˇ pro ostatn´ı bude postup analogicky´.
Zvol´ıme si tedy pro rˇ´ıd´ıc´ı bod P¯i,j rovinu βi,j, ktera´ je kolma´ na osu ω a za´rovenˇ
v n´ı lezˇ´ı tento bod P¯i,j. Pro na´sˇ zvoleny´ bod provedeme konstrukci popsanou v Po-
zna´mce 31, kde bod P¯i,j (s prˇ´ıslusˇnou va´hou W¯i,j) odpov´ıda´ bodu K0 (s prˇ´ıslusˇnou
va´hou W¯i,j,0). T´ımto zp˚usobem dostaneme kompletn´ı rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ tvorˇenou rˇ´ıd´ıc´ımi body
GSi,j,k s jejich va´hami WSi,j,k hledane´ho NURBS objemu. Jelikozˇ ma´me take´ vektor
parametrizace T, tak zna´me vsˇechna data k popisu nasˇeho hledane´ho objemu.
Pokud oznacˇ´ıme Q¯0 = Q¯ a provedeme danou rotaci te´to plochy, z´ıska´me tak
plochy Q¯k, kde k = 1, ..., 6. Hledana´ s´ıt’ NURBS objemu GS pak vznikne slozˇen´ım
jednotlivy´ch rˇ´ıd´ıc´ıch s´ıt´ı popisuj´ıc´ı plochy Q¯k.
V na´sleduj´ıc´ım Prˇ´ıkladu 1 si uka´zˇeme postup konstrukce, ktery´ je takte´zˇ shrnut
v Algoritmu 3.
Prˇ´ıklad 1. Necht’ Q := [P,W,R] je vstupn´ı NURBS krˇivka, jej´ızˇ rˇ´ıd´ıc´ı body jsou
P = {(1, 0, 7), (0, 3, 6), (0, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 1, 3/2), (1, 6,−1), (1, 2,−2), (1, 0,−3)},
va´hy teˇchto bod˚u jsou
W = {1, 1, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2}
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Algorithm 3: Rotacˇn´ı NURBS objem (1. metoda)
vstup : NURBS krˇivka Q := [P, W, R]; Osa ω =
−−−→
D0D1.
vy´stup: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS, va´hy bod˚u rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ WS, prˇ´ıslusˇne´ vektory
parametrizac´ı S a T.
begin
1: S je volitelny´ nebo S = (0, 0, 1, 1);
2: T = (0, 0, 0, 1/4, 1/2, 1/2, 3/4, 1, 1, 1);
3: P′ := ortogona´ln´ı pr˚umeˇt rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u P do osy ω za splneˇn´ı
podmı´nky z Veˇty 30;
for i = 0, . . . , l do
4: di := ‖PiP′i‖;
5: q = di
D0Pi×PiP′i
‖D0Pi×PiP′i‖ ;
6: Ki,1 := Pi + q, Ki,5 := Pi − q, Ki,3 := Pi + 2PiP′i,
Ki,2 := Ki,3 + q, Ki,4 := Ki,3 − q;
7: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS a vektor parametrizace S:
GSi,j,k =

P′0 G0,1,k . . . G0,m−1,k K0,k
P′1 G1,1,k






P′l Gl,1,k . . . Gl,m−1,k Kl,k
 ,
pro k = 1, ..., 5, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m,
GSi,j,k =

P′0 G0,1,k . . . G0,m−1,k P0
P′1 G1,1,k






P′l Gl,1,k . . . Gl,m−1,k Pl
 ,
pro k = 0, 6, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m.
Pocˇet rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u Gi,j,k (jejichzˇ va´hy mohou by´t jednotkove´ – podle
volby) je za´visly´ na volbeˇ vektoru parametrizace S;




a WSi,m,3 = Wi pro i = 0, ..., l;
return GS, WS, S, T
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a vektor parametrizace je
R = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4).
Jelikozˇ osa rotace ω nen´ı urcˇena, zvol´ıme ji tak, zˇe je da´na pocˇa´tecˇn´ım a koncovy´m
rˇ´ıd´ıc´ım bodem P0, P7 a jedna´ se tud´ızˇ o mozˇnost 2 – neuzavrˇena´ vstupn´ı NURBS
krˇivka s pocˇa´tecˇn´ım a koncovy´m rˇ´ıd´ıc´ım bodem na ose ω. Zada´n´ı si lze prohle´dnout
na obr. 4.4 vlevo nahorˇe.
Druhy´ vektor parametrizace si zvol´ıme pro jednoduchost ve tvaru S = (0, 0, 1, 1),





7 rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u P0,P1, ...,P7 do osy rotace ω a t´ım
z´ıska´me rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ P¯ oblasti Q¯ ve tvaru
P¯ =

(1, 0, 7) (1, 0, 7)
(1, 0, 6) (0, 3, 6)
(1, 0, 4) (0, 2, 4)
(1, 0, 2) (1, 3, 2)
(1, 0, 3/2) (1, 1, 3/2)
(1, 0,−1) (1, 6,−1)
(1, 0,−2) (1, 2,−2)
(1, 0,−3) (1, 0,−3)

.





Ve druhe´m kroku necha´me NURBS oblast Q¯ rotovat okolo osy ω tak, zˇe pro
konstrukci rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u P¯i,j a jejich prˇ´ıslusˇny´ch vah pouzˇijeme Pozna´mku 31. Jelikozˇ
rˇ´ıd´ıc´ı body P¯i,0 pro i = 0, ..., 7 lezˇ´ı na ose ω, budou hledane´ rˇ´ıd´ıc´ı body kruzˇnice Ki,k
pro kazˇdy´ tento bod P¯i,0 totozˇne´ pra´veˇ s t´ımto bodem. Pro na´zornost si uka´zˇeme
vy´pocˇet rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u pro jeden dany´ rˇ´ıd´ıc´ı bod krˇivky Q. Zvolme P2 = (0, 2, 4) a
jeho va´hu W2 = 2, pak k nalezen´ı takovy´ch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u (vah), ktere´ budou spolecˇneˇ
s P2 a vektorem parametrizace T popisovat kruzˇnici pouzˇijeme postup z pozna´mky
31. Dostaneme rˇ´ıd´ıc´ı body
K = {(0, 2, 4), (−2, 1, 4), (0,−3, 4), (2,−2, 4), (4,−1, 4), (2, 3, 4), (0, 2, 4)}
a jejich va´hy {2, 1, 1, 2, 1, 1, 2}. Stejneˇ postupujeme pro vsˇechny rˇ´ıd´ıc´ı body Pi krˇivky
Q.
Vy´sledny´ NURBS objem konstruovany´ pomoc´ı Algoritmu 3 vid´ıme na obr. 4.4.

Na zacˇa´tku jsme se zmı´nili o varianteˇ, zˇe vstupn´ı NURBS krˇivka mu˚zˇe by´t
uzavrˇena´, resp. tvorˇ´ı hranici plochy Q¯, ktera´ d´ıky rotaci okolo osy ω vytvorˇ´ı NURBS
objem. V tomto prˇ´ıpadeˇ se druha´ cˇa´st postupu (rotace plochy okolo osy) shoduje a
liˇs´ı se pouze v prvn´ı cˇa´sti (konstrukce plochy Q¯). Konstrukce zde spocˇ´ıva´ v tom, zˇe
vyuzˇijeme pouze vstupn´ı NURBS krˇivku a algoritmy (NURBS14, NURBS12) pro
vytva´rˇen´ı popisu ohranicˇeny´ch NURBS oblast´ı z [2]. Tyto algoritmy strucˇneˇ funguj´ı
na´sledovneˇ.
Meˇjme vstupn´ı uzavrˇenou NURBS krˇivku Q:= [P, W, R].
• Zvol´ıme, na kolik cˇa´st´ı krˇivku Q rozdeˇl´ıme – dveˇ nebo cˇtyrˇi.
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Obra´zek 4.4: Konstrukce NURBS objemu – Vlevo nahorˇe: Vstupn´ı NURBS krˇivka
Q s osou rotace ω; Vpravo nahorˇe: NURBS oblast Q¯ ohranicˇena´ krˇivkou Q a osou
ω; Vlevo dole: NURBS oblast Q¯ a zna´zorneˇn´ı principu rotace na rˇ´ıd´ıc´ım bodu P2;
Vpravo dole: Vy´sledny´ NURBS objem (1. metoda).
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• Pomoc´ı algoritmu pro vkla´da´n´ı uzl˚u do vektoru parametrizace zajist´ıme,
abychom mohli danou krˇivku rozdeˇlit na zvoleny´ pocˇet cˇa´st´ı. Tento algorit-
mus funguje na principu rozdeˇlen´ı vektoru parametrizace (krˇivky) v mı´steˇ, kde
je na´sobnost dane´ho vnitrˇn´ıho uzlu roven stupni te´to krˇivky. Vkla´da´n´ım zvo-
lene´ho uzlu do na´sobnosti odpov´ıdaj´ıc´ı stupni krˇivky urcˇ´ıme mı´sto rozdeˇlen´ı
krˇivky. Nutno podotknout, zˇe tento algoritmus prˇi vkla´da´n´ı uzl˚u zachova´va´
p˚uvodn´ı tvar krˇivky. T´ımto postupem z´ıska´me dveˇ nebo cˇtyrˇi NURBS krˇivky.
• Sjednocen´ı vektor˚u parametrizac´ı – protilehle´ noveˇ vznikle´ NURBS krˇivky mus´ı
mı´t stejny´ pocˇet rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u (s prˇ´ıslusˇny´mi va´hami) a totozˇny´ novy´ vektor
parametrizace. Toho doc´ıl´ıme opeˇt vyuzˇit´ım algoritmu pro vkla´da´n´ı uzl˚u.
• Nalezene´ dvojice protilehly´ch hranicˇn´ıch krˇivek Q1, Q3 s vektorem parame-
trizace R1 a Q2, Q4 s vektorem parametrizace R2 na´m ohranicˇuj´ı hledanou
NURBS oblast. R1 a R2 z´ıska´me z prˇedchoz´ıho kroku z vektoru parametrizace
R. (U volby pro rozdeˇlen´ı na dveˇ cˇa´sti ma´me pouze hranicˇn´ı krˇivky Q1 a Q2).
• Volba vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a za´veˇrecˇne´ slozˇen´ı vsˇech rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u do
vy´sledne´ rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ Q¯ (podrobneˇji viz [2]).
Prˇ´ıklad 2. Meˇjme vstupn´ı uzavrˇenou NURBS krˇivku (kruzˇnici) Q := [P,W,R],
kde
P = {(4, 0, 2), (4, 0, 1), (2, 0, 1), (2, 0, 2), (2, 0, 3), (4, 0, 3), (4, 0, 2)}
jsou rˇ´ıd´ıc´ı body,
W = {1, 1/2, 1/2, 1, 1/2, 1/2, 1}
jsou va´hy teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a vektor parametrizace
R = (0, 0, 0, 1/4, 1/2, 1/2, 3/4, 1, 1, 1).
Osa rotace je urcˇena body D0 = (0, 0, 0) a D1 = (0, 0, 1).
Vol´ıme rozdeˇlen´ı krˇivky na cˇtyrˇi cˇa´sti. Pomoc´ı algoritmu pro vkla´da´n´ı uzl˚u
z´ıska´me cˇtyrˇi NURBS krˇivky Q1, Q2, Q3 a Q4. Jejich rˇ´ıd´ıc´ı body jsou
P1 = {(4, 0, 2), (4, 0, 1), (3, 0, 1)}, P2 = {(3, 0, 1), (2, 0, 1), (2, 0, 2)},
P3 = {(2, 0, 2), (2, 0, 3), (3, 0, 3)}, P4 = {(3, 0, 3), (4, 0, 3), (4, 0, 2)},
prˇ´ıslusˇne´ va´hy
W1 = {1, 1/2, 1/2},W2 = {1/2, 1/2, 1},W3 = {1, 1/2, 1/2},W4 = {1/2, 1/2, 1}
a vektory parametrizace R1 = R2 = (0, 0, 0, 1, 1, 1). Vy´sledna´ NURBS oblast bude
mı´t tedy rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ ve tvaru
P¯ =
 (3, 0, 1) (2, 0, 1) (2, 0, 2)(4, 0, 1) (3, 0, 2) (2, 0, 3)
(4, 0, 2) (4, 0, 3) (3, 0, 3)
 ,
va´hy teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u s´ıteˇ jsou
W¯ =




Obra´zek 4.5: Nahorˇe vlevo: Vstupn´ı NURBS krˇivka (oranzˇova´) s osou rotace (zelena´);
Nahorˇe uprostrˇed: Rozdeˇlen´ı NURBS krˇivky na 4 cˇa´sti (krˇivky); Nahorˇe vpravo:
NURBS oblast ohranicˇena´ vstupn´ı NURBS krˇivkou; Dole vlevo: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ NURBS
objemu a jeho rˇezy; Dole uprostrˇed a vpravo: Vy´sledny´ NURBS objem.
Vektory parametrizace prˇeznacˇ´ıme R = R1, S = R2.
Nyn´ı se dosta´va´me ke druhe´ cˇa´sti konstrukce – rotace dane´ NURBS oblasti okolo
osy. Postup je totozˇny´ z prˇedchoz´ıho prˇ´ıkladu. Konstrukce NURBS objemu vycha´z´ı
z Pozna´mky 31.
Vy´sledny´ NURBS objem s jednotlivy´mi kroky vid´ıme na obr. 4.5. 
V prˇedchoz´ım Prˇ´ıkladu 2 jsme ze vstupn´ı NURBS krˇivky z´ıskali popis NURBS
objemu anuloidu. Pro zaj´ımavost si na obr. 4.6 mu˚zˇeme prohle´dnout takte´zˇ NURBS
objem anuloidu, jehozˇ vstupn´ı NURBS krˇivka nebyla kruzˇnic´ı, dokonce ani rovinnou
krˇivkou.
4.1.2 Rotacˇn´ı objem konstruovany´ z jednotlivy´ch rovno-
beˇzˇkovy´ch NURBS oblast´ı
Stejneˇ jako u prˇedchoz´ı metody uvazˇujeme vstupn´ı NURBS krˇivku Q := [P,W,R]
a osu rotace ω. Mysˇlenka konstrukce NURBS objemu je podobna´ jako v prˇedchoz´ım
prˇ´ıpadeˇ. Rozd´ıl je v tom, zˇe nejprve zkonstruujeme pro kazˇdy´ rˇ´ıd´ıc´ı bod vstupn´ı
NURBS krˇivky prˇ´ıslusˇne´ rˇ´ıd´ıc´ı body tak, abychom z´ıskali NURBS popis kruhu
Q¯ = [P¯,W¯,S,T]
se strˇedem v ose rotace ω. Vy´sledny´ objem pak z´ıska´me slozˇen´ım teˇchto NURBS
kruh˚u pode´l krˇivky Q, ktere´ s n´ı maj´ı dotyk.
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Obra´zek 4.6: Anuloid s rozd´ılnou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt´ı oproti anuloidu z Prˇ´ıkladu 2.
Obra´zek 4.7: Vlevo: Anuloid z Prˇ´ıkladu 2 (1. metoda); Vpravo: Chybna´ konstrukce
anuloidu pomoc´ı 2. metody.
Konstrukci NURBS objemu lze t´ımto zp˚usobem prove´st pro vstupn´ı data ve
tvaru:
2. vstupn´ı NURBS krˇivka nen´ı uzavrˇena´ a P0, Pl jsou na ose rotace ω,
3. vstupn´ı NURBS krˇivka nen´ı uzavrˇena´ a P0, Pl nejsou na ose rotace ω.
Stejneˇ jako u prˇedchoz´ı metody se obeˇ mozˇnosti liˇs´ı v tom, zˇe u druhe´ mozˇnosti
bude NURBS kruh Q¯ pro koncove´ body P0, Pl krˇivky Q obsahovat bod z osy ω
(bude strˇedem tohoto NURBS kruhu).
Odpadla na´m zde mozˇnost pro uzavrˇenou krˇivku Q. Du˚vod je ten, zˇe tento zp˚usob
popisu obecneˇ pocˇ´ıta´ s t´ım, zˇe osa ω bude soucˇa´st´ı vy´sledne´ho NURBS popisu, cozˇ
pro uzavrˇenou krˇivku Q a osu ω nemus´ı by´t splneˇno. Prˇ´ıkladem mu˚zˇe by´t anuloid
na obr. 4.5. Pokud bychom totizˇ postupovali tak, zˇe ke kazˇde´ho rˇ´ıd´ıc´ımu bodu (va´ze)
najdeme popis NURBS kruhu, dostali bychom NURBS objem zobrazeny´ na obr. 4.7
vpravo.
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Pozna´mka 32 (NURBS popis kruhu). Meˇjme s´ıt’ rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
P¯ =
 K0,0 K0,1 K0,2K1,0 K1,1 K1,2
K2,0 K2,1 K2,2

tak, zˇe vsˇechny rˇ´ıd´ıc´ı body lezˇ´ı v dane´ rovineˇ β a tvorˇ´ı cˇtverec, kde K0,1, K1,2, K2,1
a K1,0 jsou jeho vrcholy, prˇicˇemzˇ body K0,0, K0,2, K2,2 a K2,0 jsou strˇedy stran
K1,0K0,1, K0,1K1,2, K1,2K2,1 a K2,1K1,0. Bod K1,1 je strˇedem vsˇech protilehly´ch



















kde W¯0,0 je va´ha rˇ´ıd´ıc´ıho bodu K0,0. Vektory parametrizace maj´ı tvar S = T =
(0, 0, 0, 1, 1, 1). Dosta´va´me tak NURBS popis kruhu Q¯ := [P¯,W¯,S,T].
Obra´zek 4.8: NURBS popis kruhu z Pozna´mky 32: cˇerna´ kruzˇnice urcˇuje hranici
NURBS kruhu, jednotlive´ body zna´zornˇuj´ı rˇ´ıd´ıc´ı body – cˇerveny´ K0,0, oranzˇovy´
K0,1, cˇerny´ K0,2, fialovy´ K1,0, r˚uzˇovy´ K1,1, zˇluty´ K1,2, hneˇdy´ K2,0, modry´ K2,1 a
zeleny´ K2,2.
Postup pro konstrukci NURBS objemu si pop´ıˇseme ve dvou kroc´ıch. Prvn´ım
krokem bude nalezen´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a vah rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ popisuj´ıc´ı spolecˇneˇ s dveˇma
vektory parametrizace NURBS oblast (kruh) Q¯ := [P¯,W¯,S,T]. Ve druhe´m kroku
zkonstruujeme NURBS objem pomoc´ı nalezene´ NURBS oblasti Q¯ z prvn´ıho kroku
a osy rotace ω.
Necht’ Q := [P,W,R] je vstupn´ı neuzavrˇena´ NURBS krˇivka a ω je osa rotace.
Na sestrojen´ı NURBS oblasti Q¯ pouzˇijeme konstrukci z Pozna´mky 32, kde nejprve
pro kazˇdy´ rˇ´ıd´ıc´ı bod Pi krˇivky Q nalezneme ortogona´ln´ı pr˚umeˇt P
′
i na osu ω. Da´le
nalezneme rovinu βi, ktera´ je kolma´ na osu ω a za´rovenˇ obsahuje Pi a P
′
i.
Nyn´ı se stacˇ´ı rˇ´ıdit postupem popsany´m v Pozna´mce 32 tak, zˇe pro kazˇdy´ rˇ´ıd´ıc´ı
bod Pi nalezneme popis kruhu Q¯i, kde bod Pi a P
′
i ztotozˇn´ıme s bodem K0,0 a K1,1.
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Algorithm 4: Rotacˇn´ı NURBS objem (2. metoda)
vstup : NURBS krˇivka Q := [P, W, R]; Osa ω =
−−−→
D0D1.
vy´stup: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS, va´hy bod˚u rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ WS, prˇ´ıslusˇne´ vektory
parametrizac´ı S a T.
begin
1: S = T = (0, 0, 0, 1, 1, 1);
2: P′ := ortogona´ln´ı pr˚umeˇt rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u P do osy ω za splneˇn´ı
podmı´nky z Veˇty 30;
for i = 0, . . . , l do
3: di := ‖PiP′i‖;
4: q = di
D0Pi×PiP′i
‖D0Pi×PiP′i‖ ;
5: Ki,0,0 := Pi, Ki,1,1 := P
′
i, Ki,1,0 := Pi + q,
Ki,0,1 := Pi − q, Ki,2,0 := P′i + q, Ki,0,2 := P′i − q,
Ki,2,2 := Pi + 2PiP
′
i, Ki,2,1 := Ki,2,2 + q, Ki,1,2 := Ki,2,2 − q;
6: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS:
GSi,j,k =
 Ki,0,0 Ki,0,1 Ki,0,2Ki,1,0 Ki,1,1 Ki,1,2
Ki,2,0 Ki,2,1 Ki,2,2
 ,
pro i = 0, ..., l.;
7: Va´hy WS:
WSi,j,k =
 2Wi Wi WiWi 2Wi Wi
Wi Wi 2Wi
 ,
pro i = 0, ..., l.;
return GS, WS, S, T
Ve druhe´m kroku dostaneme vy´sledny´ popis NURBS objemu, ktery´ vznikne
slozˇen´ım vsˇech NURBS oblast´ı Q¯i na´sleduj´ıc´ım zp˚usobem :
• Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS = {P¯0, P¯1, ..., P¯l}.
• Va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u WS = {W¯0,W¯1, ...,W¯l}.
• Vsˇechny trˇi vektory parametrizace R, S a T jsou jizˇ zna´me´, jelikozˇ pro kazˇdou
oblast Q¯i jsou S a T shodne´.
Aplikaci tohoto postupu, ktery´ je obsazˇen v Algoritmu 4, si uka´zˇeme na
na´sleduj´ıc´ım prˇ´ıkladu.
Prˇ´ıklad 3. Meˇjme stejnou vstupn´ı rˇ´ıd´ıc´ı krˇivku Q := [P,W,R] jako v prˇedchoz´ım
prˇ´ıkladu, kde
P = {(1, 0, 7), (0, 3, 6), (0, 2, 4), (1, 3, 2), (1, 1, 3/2), (1, 6,−1), (1, 2,−2), (1, 0,−3)},
W = {1, 1, 2, 2, 2, 2, 1/2, 1/2}
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Obra´zek 4.9: NURBS objem – Vlevo nahorˇe: Vstupn´ı NURBS krˇivka Q s osou rotace
ω; Vpravo nahorˇe: NURBS oblast Q¯i pro rˇ´ıd´ıc´ı bod P¯i (modrˇe K0,k, zeleneˇ K1,k,




R = (0, 0, 0, 0, 1, 1, 2, 3, 4, 4, 4, 4).
Osa ω je opeˇt urcˇena pocˇa´tecˇn´ım a koncovy´m bodem vstupn´ı NURBS krˇivky.
Uka´zˇeme si vy´pocˇet na jednom rˇ´ıd´ıc´ım bodu, jelikozˇ postup pro ostatn´ı rˇ´ıd´ıc´ı
body bude stejny´. Zvolme proto opeˇt P2 = (0, 2, 4) s va´hou W2 = 2. Postupem
z Pozna´mky 32 z´ıska´me s´ıt’ rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
P¯2 =
 (0, 2, 4) (−2, 1, 4) (−1,−1, 4)(2, 3, 4) (1, 0, 4) (0,−3, 4)




 2 1 11 2 1
1 1 2
 .
Vy´sledny´ NURBS objem vid´ıme na obr. 4.9. 
Stejneˇ jako u prˇedchoz´ı metody lze i zde volit vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body NURBS oblasti
(NURBS objemu). Volba teˇchto bod˚u a jejich pocˇet je za´visly´ na NURBS popisu
kruhu Q¯. Pro na´zornost jsme volili v te´to cˇa´sti ten nejjednodusˇsˇ´ı mozˇny´ popis – viz
Pozna´mka 32, kde NURBS oblast Q¯ ma´ pouze jeden vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı bod. Ten je sice
v Pozna´mce 32 pevneˇ zvolen, ale mu˚zˇeme ho zvolit i jinak. Na obr. 4.10 si mu˚zˇeme
prohle´dnout vliv umı´steˇn´ı tohoto rˇ´ıd´ıc´ıho bodu na parametricke´ krˇivky NURBS ob-
lasti. Za prˇedpokladu, zˇe bychom chteˇli mı´t teˇchto vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u v´ıce, mu-
seli bychom nale´zt popis kruhu takovy´, aby obsahoval v´ıce hranicˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u.
Toho lze dosa´hnout prˇes jizˇ vy´sˇe zmı´neˇny´ algoritmus na vkla´da´n´ı uzl˚u a na´sledne´ho
nalezen´ı popisu dane´ NURBS oblasti algoritmem NURBS14 z [2]. Prˇ´ıkladem pro
slozˇiteˇjˇs´ı popis NURBS kruhu, ktery´ lze vyuzˇ´ıt pro tuto metodu, vid´ıme na obr. 4.11,
kde ma´me 6 vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Nicme´neˇ konstrukce a nalezen´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
P¯j,k pro kazˇdy´ rˇ´ıd´ıc´ı bod vstupn´ı krˇivky bude z hlediska cˇasu na´rocˇneˇjˇs´ı.
4.1.3 Srovna´n´ı
V te´to cˇa´sti kra´tce shrneme a zhodnot´ıme prˇedchoz´ı dveˇ metody.
1. metoda
• Vstupn´ı krˇivka mu˚zˇe by´t jak otevrˇena´, tak uzavrˇena´.
• Prˇi vytva´rˇen´ı NURBS oblasti, ktera´ bude rotovat okolo dane´ osy, mu˚zˇeme
zvolit jej´ı vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body, anizˇ by se mechanismus algoritmu neˇjak vy´razneˇji
zmeˇnil.
• V prˇ´ıpadeˇ otevrˇene´ vstupn´ı NURBS krˇivky je singula´rn´ı osa rotace soucˇa´st´ı
NURBS objemu.
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Obra´zek 4.10: NURBS oblast s prˇ´ıslusˇnou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt´ı – Nahorˇe: Jednotlive´ rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ;
Dole: Vliv polohy vnitrˇn´ıho rˇ´ıd´ıc´ıho bodu na rozmı´steˇn´ı parametricky´ch krˇivek.
Obra´zek 4.11: Prˇ´ıklad NURBS kruhu s v´ıce vnitrˇn´ımi rˇ´ıd´ıc´ımi body.
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2. metoda
• Omezen´ı na otevrˇene´ vstupn´ı krˇivky.
• Volba vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u NURBS oblasti je omezena´. Pro veˇtsˇ´ı pocˇet
vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u bychom museli zmeˇnit pocˇet a rozestaven´ı rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u
v Pozna´mce 32.
• Nevznika´ singula´rn´ı osa rotace.
Prvn´ı metoda ma´ veˇtsˇ´ı sˇka´lu mozˇnost´ı nezˇ metoda druha´, at’ uzˇ jde o vstupn´ı
rˇ´ıd´ıc´ı NURBS krˇivku nebo volbu vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u a vah NURBS oblasti (ob-
jemu). Z hlediska kvality NURBS popisu je vhodneˇjˇs´ı ale metoda druha´, kde nevznika´
singularita v podobeˇ osy rotace. Na druhou stranu je zde proble´m s volbou vnitrˇn´ıch
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Pro volbu teˇchto bod˚u bychom museli zaimplementovat do Algoritmu 4
metody z algoritmu NURBS14 z [2], ktery´ by na´m nasˇel NURBS popis kruhu pro
libovolnou NURBS kruzˇnici.
4.2 Zobecneˇne´ rotacˇn´ı NURBS objemy
V te´to cˇa´sti budeme konstruovat NURBS objemy s vyuzˇit´ım poznatk˚u o rotaci
z prˇedcha´zej´ıc´ı sekce. Pu˚jde o trˇ´ıdu NURBS objemu˚, pro ktere´ budeme zna´t je-
jich NURBS popis pla´sˇteˇ (uzavrˇene´ hranicˇn´ı oblasti) v na´mi prˇedepsane´m tvaru a
s vyuzˇit´ım jizˇ zna´my´ch algoritmu˚ najdeme hledany´ popis NURBS objemu.
Na vstupu uvazˇujeme uzavrˇenou NURBS plochu Q := [P, W, R, S], pro jej´ızˇ
rˇ´ıd´ıc´ı body Pi,j plat´ı
P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m, Pi,0 = Pi,m
pro vsˇechna i, obdobneˇ i pro va´hy Wi,j teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. R a S jsou vektory
parametrizace te´to plochy.
Nasˇ´ım c´ılem je naj´ıt NURBS objem QS := [GS, WS, R, S, T], ktery´ je ohranicˇen
touto NURBS plochou Q. GS je rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, WS jsou va´hy teˇchto bod˚u
a T je trˇet´ı vektor parametrizace.
Uka´zˇeme si dveˇ metody pro nalezen´ı hledane´ho popisu NURBS objemu. Mysˇlenka
vycha´z´ı z prˇedchoz´ı konstrukce rotacˇn´ıch objemu˚, kde v prvn´ım kroku jsme ke
kazˇde´mu rˇ´ıd´ıc´ımu bodu vstupn´ı NURBS krˇivky nalezli prˇ´ıslusˇnou NURBS oblast
a ve druhe´m kroku jsme zkonstruovali vy´sledny´ NURBS objem.
Prvn´ı metoda bude zalozˇena´ na tom, zˇe pokud prˇeskocˇ´ıme prvn´ı krok ze sekce
4.1.1, tak ve druhe´m kroku aplikujeme rotaci okolo osy ω pouze na rˇ´ıd´ıc´ı body
vstupn´ı NURBS krˇivky. T´ım z´ıska´me hranicˇn´ı NURBS plochu hledane´ho NURBS
objemu. Tato hranicˇn´ı NURBS plocha je totozˇna´ se vstupn´ı plochou Q := [P, W,
R, S]. Nasˇ´ım u´kolem je tedy nale´zt vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body, jejich va´hy a vektor parame-
trizace T tohoto ohranicˇene´ho NURBS objemu. K tomu pouzˇijeme modifikaci pra´veˇ
vynechane´ho prvn´ıho kroku ze sekce 4.1.1.
Druha´ metoda bude takte´zˇ zalozˇena na hleda´n´ı vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u NURBS
objemu. Pro na´zornost si prˇedstavme obal Q := [P, W, R, S] NURBS objemu
QS. Rˇ´ıd´ıc´ı body Pi,j pro pevne´ i budou spolu s prˇ´ıslusˇny´mi va´hami a vektorem
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parametrizace popisovat uzavrˇenou krˇivku. Nasˇim u´kolem bude naj´ıt NURBS oblast
ohranicˇenou touto krˇivkou (jedna´ se vlastneˇ o algoritmus NURBS14 z [2]). Obeˇ
metody si podrobneˇji a prˇesneˇji pop´ıˇseme v jednotlivy´ch podsekc´ıch.
V prˇedchoz´ı sekci jsme si uvedli Veˇtu 30 na omezen´ı polohy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u vstupn´ı
krˇivky, proto i zde si uvedeme podmı´nku pro rˇ´ıd´ıc´ı body rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ NURBS plochy Q.
Veˇta 33. Meˇjme NURBS plochu Q := [P, W, R, S], kde pro rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’
P =
 P0,0 . . . P0,m... . . . ...
Pl,0 . . . Pl,m

plat´ı P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m, ∀i. Rov-
nosti plat´ı analogicky pro va´hy Wi,j prˇ´ıslusˇny´ch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. R a S jsou vektory
parametrizace te´to plochy. Da´le uvazˇujme osu ω urcˇenou rˇ´ıd´ıc´ımi body P0,0 a Pl,0.
Necht’ P′i,j jsou ortogona´ln´ı pr˚umeˇty bod˚u Pi,j do osy ω. Jestlizˇe bude pro rˇ´ıd´ıc´ı
body NURBS objemu splneˇna nerovnost
‖P0,0P′i,j‖ < ‖P0,0P′i+1,j‖,
pro kazˇde´ i = 0, 1, ..., l − 1 a pro pevneˇ zvolene´ j, kde j = 0, 1, ...,m, tak se para-
metricke´ krˇivky ve stejne´m parametru (jednotlive´ r-krˇivky, s-krˇivky nebo t-krˇivky)
nebudou prot´ınat.
D˚ukaz: Analogicky´ k d˚ukazu Veˇty 30. 
4.2.1 Konstrukce s vyuzˇit´ım rotace
Uvazˇujme uzavrˇenou NURBS plochu Q := [P, W, R, S], kde P0,0 = P0,1 = ... =
P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m pro kazˇde´ i. Pro va´hy Wi,j teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch
bod˚u plat´ı stejne´ rovnosti.
Pro popis NURBS objemu, ktery´ je ohranicˇen touto plochou, mus´ıme naj´ıt rˇ´ıd´ıc´ı
s´ıt’ GS s prˇ´ıslusˇny´mi va´hami WS a trˇet´ı vektor parametrizace T. Jelikozˇ vycha´z´ıme
z prˇedchoz´ı sekce, mu˚zˇeme volit osu rotace ω : x = P0,0 + u(Pl,0−P0,0), pokud nen´ı
zada´na.
V prvn´ım kroku najdeme pro kazˇdy´ rˇ´ıd´ıc´ı bod Pi,j, kde i = 0, ..., l, j = 0, ...,m,
ortogona´ln´ı pr˚umeˇt P′i,j do osy ω. Pro rˇ´ıd´ıc´ı body P′i,j pozˇadujeme splneˇn´ı podmı´nky














Obra´zek 4.12: Dveˇ NURBS plochy, ktere´ jsou soucˇa´st´ı vy´sledne´ho NURBS objemu
s problematicky´m napojen´ım jednotlivy´ch NURBS ploch u osy rotace (viz paramet-
ricke´ krˇivky).
Zde vid´ıme podobnost s popisem NURBS oblasti z prˇedchoz´ı sekce o rotacˇn´ıch ob-
jemech, d´ıky ktere´ jsme na´slednou rotac´ı z´ıskali vy´sledny´ NURBS objem, resp. nasˇli
jsme takove´ NURBS oblasti, ktere´ popisovaly onu rotaci te´to plochy okolo osy ω.
Jelikozˇ ale zna´me vsˇechny QSj, pak ma´me potrˇebne´ u´daje na to, abychom zkonstru-
ovali popis NURBS objemu QS := [GS, WS, R, S, T], kde
GS = [GS0,GS1, ...,GSm], WS = [WS0,WS1, ...,WSm].
Pokud bychom nyn´ı sestavili vy´slednou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’, s nejveˇtsˇ´ı pravdeˇpodobnost´ı
bychom se setkali s nechteˇny´m jevem, kdy jednotlive´ cˇa´sti objemu na sebe spojiteˇ
nenavazuj´ı v mı´steˇ osy ω. Vı´me, zˇe rˇ´ıd´ıc´ı body P′i,j vznikaj´ı jako ortogona´ln´ı pr˚umeˇty
rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u Pi,j do osy rotace ω. Mu˚zˇe tedy nastat situace, zˇe pro neˇktere´ rˇ´ıd´ıc´ı
body Pi,j, kde i je pevneˇ dane´, nebudou odpov´ıdaj´ıc´ı ortogona´ln´ı pr˚umeˇty P
′
i,j
totozˇne´, a tud´ızˇ bude docha´zet mezi jednotlivy´mi cˇa´stmi objemu ke skok˚um ve smeˇru
osy ω. Jednoduchy´ prˇ´ıklad tohoto proble´mu vid´ıme na obr. 4.12.
Abychom tento proble´m odstranili, sjednot´ıme rˇ´ıd´ıc´ı body P′i,j na´sleduj´ıc´ım
zp˚usobem:







kde i = 0, ..., l.










P′l Gl,j,1 . . . Gl,j,n−1 Pl,j
 , (4.1)
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Algorithm 5: Zobecneˇny´ NURBS objem (pomoc´ı rotace)
vstup : Obal NURBS objemu Q := [P, W, R, S],
P =
 P0,0 . . . P0,m... . . . ...
Pl,0 . . . Pl,m
 ,
kde P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m, ∀i.
Tyte´zˇ rovnosti plat´ı i pro prˇ´ıslusˇne´ va´hy Wi,j.
vy´stup: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS, va´hy bod˚u rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ WS, vektor parametrizace T.
begin
1: T je volitelny´ nebo T = (0, 0, 1, 1);
2: Osa ω =
−−−−−→
P0,0Pl,0;
3: Rˇ´ıd´ıc´ı body Ki,j na ose ω: pro Pi,j, ∀i, najdeme ortogona´ln´ı







5: V za´vislosti na volbeˇ T lze volit vnitrˇn´ı body Gi,j,k a jejich va´hy Wi,j,k










P′l Gl,j,1 . . . Gl,j,n−1 Pl,j
 ,
pro j = 0, ...,m. Plat´ı P′0 = G0,j,1 = ... = G0,j,n−1 = P0,j,
P′l = Gl,j,1 = ... = Gl,j,n−1 = Pl,j;
6: Va´hy WS: Va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u Gi,j,k a P
′
i jsou volitelne´;
return GS, WS, T
pro j = 0, ...,m, kde pro j = 0 a j = m je rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GSi,0,k a GSi,m,k shodna´ –
uzavrˇenost objemu.
Rˇ´ıd´ıc´ı body Gi,j,k jsou volitelne´ vnitrˇn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body, jejichzˇ pocˇet za´vis´ı na vektoru
parametrizace T. Vy´jimkou jsou Gi,j,k pro i = 0, l, pro neˇzˇ plat´ı rovnost
P′0 = G0,j,1 = ... = G0,j,n−1 = P0,j, P′l = Gl,j,1 = ... = Gl,j,n−1 = Pl,j
z d˚uvodu uzavrˇenosti NURBS objemu. Tato rovnost plat´ı samozrˇejmeˇ i pro prˇ´ıslusˇne´
va´hy teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u. Va´hy ostatn´ıch novy´ch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u jsou volitelne´.
Vektor parametrizace T je libovolny´. V prˇ´ıpadeˇ, zˇe vy´sledna´ s´ıt’ neobsahuje zˇa´dne´
body Gi,j,k, vol´ıme T = (0, 0, 1, 1). Pro na´zornost si postup, ktery´ je shrnut v Algo-
ritmu 5, uka´zˇeme na na´sleduj´ıc´ım prˇ´ıkladu.
Prˇ´ıklad 4. Meˇjme vstupn´ı hranicˇn´ı NURBS plochu Q := [P, W, R, S], kde P je
rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ o velikosti 5×7 rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, W je matice vah rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ a R,
S jsou vektory parametrizace. Za´meˇrneˇ zde neuda´va´me konkre´tn´ı hodnoty, jelikozˇ
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Obra´zek 4.13: NURBS objem – Vlevo nahorˇe: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ NURBS oblasti (obalu);
Vpravo nahorˇe: Uka´zkova´ NURBS oblast QSj pro konkre´tn´ı rˇ´ıd´ıc´ı body rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ;
Dole: Vy´sledny´ NURBS objem.
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nejsou tak podstatne´ jako samotna´ konstrukce cˇa´sti rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ hledane´ho NURBS
objemu.
Pro kazˇdy´ rˇ´ıd´ıc´ı bod Pi,j rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ najdeme ortogona´ln´ı pr˚umeˇt P
′
i,j bodu Pi,j
do osy rotace ω. Tu na´m urcˇuj´ı rˇ´ıd´ıc´ı body P0,0 a Pl,m. Vektor parametrizace T
vol´ıme pro jednoduchost T = (0, 0, 1, 1).
Na obr. 4.13 vlevo nahorˇe vid´ıme strukturu rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u hranicˇn´ı NURBS plochy,
vpravo nahorˇe pak vybranou cˇa´st rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ Pi,2 s P
′
i,2, kde
Pi,2 = {(0, 0, 3), (1, 2, 29
10
), (3, 3, 1), (1, 1,
1
10
), (0, 0, 0)}.
Ortogona´ln´ı pr˚umeˇty teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u do osy ω jsou
P′i,2 = {(0, 0, 3), (0, 0, 29
10
), (0, 0, 1), (0, 0,
1
10
), (0, 0, 0)}.
To provedeme pro kazˇde´ j rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ Pi,j, kde i = 0, ..., 6, a z´ıska´me t´ım vsˇechny
hledane´ ortogona´ln´ı pr˚umeˇty P′i,j. V dalˇs´ım kroku tyto pr˚umeˇty sjednot´ıme. Na´zorneˇ
si to uka´zˇeme pro rˇ´ıd´ıc´ı body





















Ty nahrad´ıme sjednoceny´m rˇ´ıd´ıc´ım bodem










Tento postup aplikujeme na vsˇechny body P′i,j, kde i je pevneˇ zvolene´. Dostaneme
tak hledanou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS2, kde vy´sledna´ rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ NURBS objemu bude ve tvaru
GS = [GS0,GS1,GS2, ...,GS6]. Va´hy nalezeny´ch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u jsou libovolne´ (ob-
vykle jednotkove´). T´ımto postupem z´ıska´me GSj a WSj pro j = 0, ...6. Vy´sledny´
NURBS objem vid´ıme na obr. 4.13 dole. 
4.2.2 Konstrukce objemu po jednotlivy´ch NURBS oblastech
U rotacˇn´ıch NURBS objemu˚ jsme popsali dveˇ metody, jak zkonstruovat NURBS
objem. Modifikac´ı prvn´ı metody jsme pak vyrˇesˇili konstrukci zobecneˇne´ho objemu.
Prˇirozeneˇ se na´m tak nab´ız´ı i modifikace druhe´ metody.
Uvazˇujme vstupn´ı NURBS plochu Q := [P, W, R′, T], kde pro rˇ´ıd´ıc´ı body plat´ı
P0,0 = P0,1 = ... = P0,m, Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m a Pi,0 = Pi,m pro kazˇde´ i. Shodneˇ
tak pro prˇ´ıslusˇne´ va´hy Wi,j. R
′, T jsou vektory parametrizace.
Hleda´me popis NURBS objemu QS := [GS, WS, R, S, T], kde GS je rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’,
WS va´hy rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u s´ıteˇ a vektory parametrizace R, S, T.
Mysˇlenka konstrukce je zalozˇena na stejne´m principu jako prˇedchoz´ı metoda. Tam
jsme v prvn´ım kroku hledali rˇ´ıd´ıc´ı body P′i,j (ortogona´ln´ı pr˚umeˇty rˇ´ıd´ıc´ı bod˚u pla´sˇteˇ)
na ose rotace. Rˇ´ıd´ıc´ı body pla´sˇteˇ Pi,j s prˇ´ıslusˇny´mi pr˚umeˇty P
′
i,j na´m vytvorˇily rˇ´ıd´ıc´ı
s´ıt’ GSj jednotlivy´ch NURBS oblast´ı. Na´sledny´m slozˇen´ım teˇchto rˇ´ıd´ıc´ıch s´ıt´ı jsme
z´ıskali rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ cele´ho NURBS objemu.
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Obra´zek 4.14: Vlevo: Cˇerneˇ je zna´zorneˇna uzavrˇena´ NURBS krˇivka a zeleneˇ pak
prˇ´ıslusˇna´ NURBS oblast ovlivneˇna´ celkovou strukturou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ NURBS objemu;
Vpravo: Vy´sledny´ NURBS objem.
V te´to cˇa´sti budeme takte´zˇ nejprve hledat jednotlive´ rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ NURBS oblast´ı.
Meˇjme vstupn´ı rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ NURBS obalu
P =
 P0,0 . . . P0,m... . . . ...
Pl,0 . . . Pl,m
 ,
kde rˇ´ıd´ıc´ı body Pi,0,Pi,1, ...,Pi,m pro pevne´ i jsou rˇ´ıd´ıc´ı body uzavrˇene´ NURBS
krˇivky Q¯i.
Pro kazˇde´ i nyn´ı hleda´me NURBS oblast, ktera´ je ohranicˇena jej´ı prˇ´ıslusˇnou
NURBS krˇivkou Q¯i. Ohranicˇen´ı zde cha´peme pouze z hlediska vy´pocˇtu hledane´ rˇ´ıd´ıc´ı
s´ıteˇ.
K vyrˇesˇen´ı pouzˇijeme zna´my´ algoritmus NURBS14 (viz [2]) (opeˇt lze pouzˇ´ıt i
NURBS12).
Hledany´ popis NURBS oblasti je ve tvaru
QSi := [GSi,WSi,R,S],
kde GSi je rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ s va´hami WSi a dveˇma vektory parametrizace R a S.
Tento postup aplikujeme na vsˇechny krˇivky Q¯i. Z´ıska´me tak NURBS oblasti QSi,
ktere´ na´m tvorˇ´ı dohromady NURBS popis objemu:
QS := [GS,WS,R,S,T],
kde GS = [GS0,GS1, ...,GSl] a WS = [WS0,WS1, ...,WSl].
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Cely´ postup jsem shrnuli v Algoritmu 6. Na obr. 4.14 si mu˚zˇeme prohle´dnout
NURBS objem, jehozˇ vstupn´ı data byla shodna´ s daty z prˇedchoz´ıho Prˇ´ıkladu 4.
Vlevo vid´ıme cˇa´st rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, ktere´ urcˇuj´ı spolecˇneˇ s va´hami a vektorem parame-
trizace uzavrˇenou krˇivku (cˇerneˇ) a zeleneˇ vy´slednou NURBS oblast QSi. Zrˇetelneˇ
vid´ıme, zˇe krˇivka prˇesneˇ neohranicˇuje danou oblast. Je to zp˚usobene´ t´ım, zˇe na tvar
vy´sledne´ oblasti (rˇezu NURBS objemu) ma´ vliv cela´ rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ NURBS objemu a ne
jen rˇ´ıd´ıc´ı body te´to hranicˇn´ı krˇivky. Vpravo ma´me pak vy´sledny´ NURBS objem.
Algorithm 6: Konstrukce objemu po jednotlivy´ch NURBS oblastech
vstup : Obal NURBS objemu Q := [P, W, R′, T],
P =
 P0,0 . . . P0,m... . . . ...
Pl,0 . . . Pl,m
 ,
kde P0,0 = P0,1 = ... = P0,m a Pl,0 = Pl,1 = ... = Pl,m.
vy´stup: Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS, va´hy bod˚u rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ WS, vektor parametrizace R a S.
begin
1: [GSi,WSi,R,S] :=NURBS14[Pi,0, ...,Pi,m,Wi,0, ...,Wi,m,R
′] pro
i = 0, ..., l;
2: GS := [GS0, ...,GSl];
3: WS := [WS0, ...,WSl];
return GS, WS, R, S
4.2.3 Srovna´n´ı
Stejneˇ jako v prˇedchoz´ı cˇa´sti si nyn´ı obeˇ metody zhodnot´ıme a rˇekneme jejich vy´hody
a nevy´hody.
Prvn´ı metoda je oproti druhe´ jednodusˇsˇ´ı z hlediska konstrukce a nav´ıc nen´ı za-
potrˇeb´ı zmı´neˇne´ho algoritmu NURBS14, ktery´ mu˚zˇe mı´t v prˇ´ıpadeˇ slozˇite´ vstup-
n´ı rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ za na´sledek delˇs´ı dobu vy´pocˇtu vy´sledne´ rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ. Ta mu˚zˇe mı´t
v konecˇne´m tvaru mnoho vnitrˇn´ıch rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u, ktere´ nejsou v dane´m prˇ´ıpadeˇ tolik
potrˇebne´. Jelikozˇ u prvn´ı metody vycha´z´ıme z konstrukce, kterou jsme pouzˇ´ıvali pro
rotacˇn´ı teˇlesa, vznika´ i v tomto prˇ´ıpadeˇ singula´rn´ı osa.
Z hlediska kvality popisu NURBS objemu je tedy druha´ metoda vhodneˇjˇs´ı nezˇ





Bal´ıcˇek NURBSobjem je vytvorˇen v programu Mathematica 7.0. Nacˇten´ı do pro-
gramu zajist´ıme prˇ´ıkazem <<NURBSobjem‘, ktery´ aktivuje funkce pouzˇ´ıvaj´ıc´ı metody
popsane´ v Kapitole 4.
Zada´va´n´ı vstup˚u v Mathematice mus´ı by´t v na´sleduj´ıc´ım tvaru:
• Rˇ´ıd´ıc´ı body P = {{x0, y0, z0}, ..., {xl, yl, zl}}.
• Vektory vah W = {w0, ..., wl}.
• Vektory parametrizac´ı R = {r0, ..., rl+f+1}.
• Rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ P′ = {{{x0,0, y0,0, z0,0}, ..., {x0,m, y0,m, z0,m}}, ...,
{{xl,0, yl,0, zl,0}, ..., {xl,m, yl,m, zl,m}}}.
• Va´hy rˇ´ıd´ıc´ı s´ıteˇ W′ = {{w0,0, ..., w0,m}, ..., {wl,0, ..., wl,m}}.
• Osa rotace D = {{x0, y0, z0}, {x1, y1, z1}}.
U vsˇech vstupn´ıch krˇivek a ploch se prˇedpokla´da´, zˇe se nebudou navza´jem prot´ınat
a zˇe nebudou obsahovat samopr˚unik.
Bal´ıcˇek NURBSobjem obsahuje celkem 5 funkc´ı, z toho 3 funkce jsou zalozˇeny na
algoritmech rotacˇn´ıch teˇles a dalˇs´ı 2 vyuzˇ´ıvaj´ı algoritmy ze zobecneˇny´ch rotacˇn´ıch
teˇles. Prˇedpokladem k tomu, abychom mohli na´sleduj´ıc´ı funkce pouzˇ´ıt, je nacˇten´ı
bal´ıcˇku NURBSoblast z [2].
Prvn´ı funkce je ROTA1, ktera´ pouzˇ´ıva´ Algoritmus 3. Vstupem je otevrˇena´
NURBS krˇivka [P,W,R], osa rotace D a volitelny´ vektor parametrizace S. Vola´n´ı
te´to funkce bude vypadat
ROTA1[{P,W,R,D,S}],
kde vy´stupem bude rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS, jej´ı matice vah WS a trˇi vektory parametrizace
R, S, T.
Druha´ funkce je ROTA1U, ktere´ vyuzˇ´ıva´ kombinaci funkce ROTA1 a NURBS14,
ktera´ je obsazˇena v bal´ıcˇku NURBSoblast. Vstupn´ı data funkce ROTA1U jsou
uzavrˇena´ NURBS krˇivka [P,W,R] a osa rotace D. Vola´n´ı funkce ma´ podobu
ROTA1U[{P,W,R,D}].
68
Vy´stupem je opeˇt rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS, jej´ı matice vah WS a trˇi vektory parametrizace R,
S a T.
Trˇet´ı funkce je ROTA2, ktera´ je zalozˇena´ na Algoritmu 4. Potrˇebna´ vstupn´ı data
jsou otevrˇena´ NURBS krˇivka [P,W,R] a osa rotace D. Funkci vola´me prˇ´ıkazem
ROTA2[{P,W,R,D}].
Vy´stupem je rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS s matic´ı vah WS a vektory parametrizace R, S, T.
Cˇtvrta´ a pa´ta´ funkce pouzˇ´ıvaj´ı Algoritmy 5 a 6. Oproti prˇedchoz´ım funkc´ım
pozˇadujeme jako vstupn´ı data uzavrˇenou NURBS plochu. Pro funkci BRAM1 bude
vstupem NURBS oblast [P′,W′,R,S] a volitelny´ vektor parametrizace T. Vola´n´ı
te´to metody bude ve tvaru
BRAM1[{P′,W′,R,S,T}].
Vy´stupem bude rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ NURBS objemu GS s matic´ı vah WS a vektory paramet-
rizace R, S, T.
Posledn´ı funkc´ı je BRAM2, ktera´ pouzˇ´ıva´ ke sve´mu vy´pocˇtu funkci NURBS14.
Vstupem je pouze NURBS plocha [P′,W′,R′,T]. Zavola´n´ı funkce provedeme
prˇ´ıkazem
BRAM2[{P′,W′,R′,T}].
Vy´stupn´ı data jsou rˇ´ıd´ıc´ı s´ıt’ GS, matice vah WS a vektory parametrizace R, S, T.
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Za´veˇr
C´ılem me´ diplomove´ pra´ce bylo navrhnout vlastn´ı metody pro vytvorˇen´ı NURBS ob-
jemove´ parametrizace pro specia´ln´ı trˇ´ıdy hranicˇn´ıch NURBS krˇivek a ploch. Prˇesneˇji
sˇlo o nalezen´ı parametrizace NURBS objemu, jehozˇ pla´sˇt’ vznikne rotac´ı vstupn´ı
NURBS krˇivky okolo dane´ osy rotace. Da´le pak parametrizaci NURBS objemu, ktery´
je ohranicˇen vstupn´ı uzavrˇenou NURBS plochou. U´kolem bylo analyzova´n´ı dane´ho
proble´mu, nalezen´ı teoreticke´ho i prakticke´ho rˇesˇen´ı demonstrovane´ho na prˇ´ıkladech
a graficky´ch vy´stupech a eventua´lneˇ nale´zt alternativn´ı mozˇnosti rˇesˇen´ı a dalˇs´ı opti-
malizace. Nalezene´ metody, resp. algoritmy pak implementovat do programu Mathe-
matica, jejichzˇ shrnut´ım vznikne uzˇivatelsky´ bal´ıcˇek. Mezi dalˇs´ı c´ıle te´to pra´ce patrˇilo
shrnut´ı za´kladn´ıch informac´ı NURBS objekt˚u a prezentace jizˇ zna´my´ch metod pro
vytva´rˇen´ı NURBS objemu˚ a optimalizace jejich s´ıteˇ.
Hlavn´ım vy´sledkem te´to diplomove´ pra´ce jsou algoritmy pro vytvorˇen´ı popisu
NURBS objemu pomoc´ı vstupn´ı NURBS krˇivky rotuj´ıc´ı kolem osy rotace a popisu
NURBS objemu ohranicˇene´ho vstupn´ı uzavrˇenou NURBS plochou. Tyto metody
jsou popsa´ny v kapitole 4, resp. cˇa´st 4.1. se zaby´va´ prvn´ı mozˇnost´ı a cˇa´st 4.2. druhou
mozˇnost´ı. Pro obeˇ mozˇnosti jsme zkonstruovali dveˇ mozˇne´ metody, ktere´ jsou zde
analyzova´ny a v za´veˇru kapitoly zhodnoceny. Postupy konstrukc´ı jsou zna´zorneˇny na
prˇ´ıkladech a graficky´ch vy´stupech. U prvn´ı mozˇnosti jsme pak jesˇteˇ zarˇadili jednu
mozˇnou metodu pro uzavrˇenou vstupn´ı krˇivku, kterou jsme demonstrovali opeˇt na
prˇ´ıkladu a graficke´m vy´stupu. Pro rˇ´ıd´ıc´ı body vstupn´ı NURBS krˇivky a vstupn´ı
NURBS uzavrˇene´ oblasti jsme nav´ıc zavedli a doka´zali podmı´nku pro injektivn´ı pa-
rametrizaci vy´sledne´ho NURBS objektu. Tyto algoritmy byly implementova´ny v pro-
gramu Mathematica, jejichzˇ vy´sledkem je bal´ıcˇek funkc´ı popsany´ch v kapitole 5.
Mezi dalˇs´ı vy´sledky patrˇ´ı take´ shrnut´ı za´kladn´ıch definic a vlastnost´ı NURBS
objekt˚u, ktere´ jsou v kapitole 1. V kapitole 2 se zaby´va´me prezentac´ı metody pro
vytvorˇen´ı NURBS objemu˚ specia´ln´ım pohybem dany´ch NURBS ploch. Jsou zde
popsa´ny postupy a podmı´nky pro konstrukci tohoto druhu NURBS objemu. Pro
na´zornost je vsˇe doplneˇno o graficke´ vy´stupy. Posledn´ım c´ılem byla prezentace a
analy´za optimalizace s´ıteˇ NURBS objektu, kterou nalezneme v kapitole 3. Jelikozˇ
se tato optimalizace ty´ka´ prˇedevsˇ´ım rˇ´ıd´ıc´ıch bod˚u dane´ho NURBS objektu, rˇesˇila se
dana´ problematika na B-spline objektech. Tato kapitola je rozdeˇlena na dveˇ cˇa´sti, kde
se nejprve zaby´va´me mozˇnostmi optimalizace s´ıteˇ B-spline plochy a jej´ımi metodami.
Ve druhe´ cˇa´sti se pak dosta´va´me k optimalizaci s´ıteˇ B-spline objemu. V obou cˇa´stech
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